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Vorwort. 



Die hervorragende Bedeutung, welche die Theorie der 
Determinanten durch ihre Anwendung auf die verschiedensten 
Gebiete der höheren Mathematik gewonnen hat, lässt die Be- 
kanntschaft mit derselben innerhalb gewisser Grenzen als eine 
Vorbedingung für jedes über die sogenannten Elemente hin- 
ausgehende Studium der Mathematik erscheinen. Man hat 
deshalb in neuerer Zeit mehrfach die Aufnahme jener Theorie 
in den mathematischen Lehrplan der Gymnasien und Real- 
schulen empfohlen, natürlich in einer der betreffenden Alters- 
und Kenntnissstufe entsprechenden Anordnung und Begren- 
zung. Die Rücksichtnahme auf den späteren Beruf einzelner 
Schüler wird zwar für sich allein nicht hinreichen, diese Auf- 
nahme überall zu rechtfertigen, doch dürfte der Beschäftigung 
mit der genannten Theorie auch ein hinreichender pädago- 
gischer Werth zuzuerkennen sein, um sie in hohem Grade 
zum Abschluss des arithmetischen Pensums geeignet erscheinen 
zu lassen, selbst wenn dies auf Kosten anderer, weniger bil- 
dender Partien desselben geschehen müsste. Das Erscheinen 
der bekannten kleinen Schrift über die Determinanten von 
Prof. Hesse und die rasche Verbreitung, welche dieselbe in 
kurzer Zeit gewonnen hat, lassen darauf schliessen, dass das 
Bedürfniss eines entsprechenden Leitfadens vielfach empfunden 
worden ist. Auch ein in neuerer Zeit erschienenes ähnliches 
Werkchen von Prof. Dölp in Darmstadt ist bestimmt, dem 
gleichen Zwecke zu dienen. 

Wenn der Verfasser der vorliegenden Schrift es unter- 
nimmt, mit derselben den vorher genannten ein weiteres hin- 
zuzufügen, so bestimmt denselben zunächst der Wunsch, sein 



IV 

eigenes arithmetisches Lehrbuch dadurch zu ergänzen und zu 
vervollständigen^ sodann die Hoffnung, dass es ihm gelungen 
sein möchte, auf dem Boden praktischer Schulerfahrungen 
den Gegenstand in eigenthümlicher methodischer Weise zu be- 
handeln und durch dieselbe vielleicht manchem Anfänger die 
ersten Schwierigkeiten beseitigen zu helfen. Die besonderen 
Eigenthümlichkeiten, durch welche der Verfasser das Er- 
scheinen der vorliegenden Schrift zu rechtfertigen hofft, sind 
folgende: 

Der rein wissenschaftlichen Behandlung eines Gegen- 
standes gegenüber hat der praktische Unterricht, der noch 
nicht das besondere Interesse für ein speciell gewähltes Stu- 
dium bei sämmtlichen Schülern vorfindet, auch das psycholo- 
gische Moment zu berücksichtigen, indem er von Anfang an 
das Interesse zu erregen sucht. Dies geschieht, indem man 
den Schüler nicht blos receptiv thätig sein lässt, sondern ihm 
von vorne herein eine praktische Anwendung des Gelernten 
zeigt und ihn dieselbe auch wirklich ausüben lässt. Nur dann, 
wenn der Schüler vom Wissen unmittelbar zum Können fort- 
schreitet und in der Bethätigung des Letzteren seine Kräfte 
erstarken fühlt, nimmt er — mit seltenen Ausnahmen — aus 
eigenem Antrieb den erforderlichen regen Antheil am Unter- 
richt. Deshalb ist in der vorliegenden Schrift von der be- 
sonderen Anwendung der Determinanten auf die Auflösung 
von 2, 3 oder 4 linearen Gleichungen ausgegangen. 

Hiermit verbindet sich die weitere Forderung, dass der 
Schulunterricht 'vom Besonderen zum Allgemeinen fortschreiten 
soll. Der pädagogische Zweck desselben wird mehr oder min- 
der verfehlt,, wenn man die Befähigung zur Abstraction, 
welche die Beschäftigung mit dem Gegenstand eben soll er- 
werben helfen, sogleich als vorhanden voraussetzt, ganz ab- 
gesehen davon, dass auch die wissenschaftlichen Erfolge nicht 
gewinnen können, wenn das Verständniss von vorneherein 
durch zu hohe Anforderungen an das Fassungsvermögen der 
Durchschnittszahl unserer Schüler erschwert wird. Auch aus 
diesem Grunde ist mit den concreten Fällen von Determi- 
nanten bestimmter Grade begonnen worden. Hat der Schüler 
durch die Beschäftigung mit denselben einen Schatz einzelner 



Vorstellungen, Begriffe und in gewissem Sinne auch von Er- 
fahrungen gewonnen, so wird es ihm leicht werden, sich von 
denselben zur Abstraction allgemeiner Begriffe und Gesetze zu 
erheben. 

Endlich ist im Anschluss an das Gesagte ein hinreichen- 
des Material von Beispielen und Aufgaben zur practischen 
Beschäftigung der Lernenden und zur Einübung der Theorie 
in systematischer Anordnung, zu jedem einzelnen Paragraphen 
beigegeben worden. Man kann zwar gegen derartige Auf- 
gaben einwenden, dass jeder einigermassen geschickte Lehrer 
solche zu jeder Zeit massenweise selbst bilden könne; dieser 
Einwand, der übrigens mehr oder mj^der gegen jede Auf- 
gabensammlung zu richten wäre, wird sich jedoch dadurch 
erledigen, dass es immerhin einen Unterschied macht, ob man 
eine Aufgabe selbst stellt oder ob sie von einem Andern ge- 
stellt wird, und dass jedenfalls ein für den Gebrauch der 
Schüler bestimmter Leitfaden die auf das Dictiren von Auf- 
gaben zu verwendende Zeit und Mühe ersparen soll. 

Dagegen hat der Verfasser nicht geglaubt, auch jeden 
einzelnen theoretischen Satz oder Beweis durch vorhergehende 
Exemplification an besonderen Fällen einleiten und erläutern 
zu sollen, da er dies für die methodische Aufgabe des Lehrers 
hält, in welche das — zum Selbstunterricht nicht bestimmte 
— Lehrbuch nicht einzugreifen habe. 

Ueber den Umfang und die Begrenzung des zur Behand- 
lung ausgewählten Stoffes wird das Inhaltsverzeichniss hin- 
reichenden Aufschluss geben. Einzehie Paragraphen, wie z. B. 
die für die gemachten Anwendungen nicht nothwendigen 
§§ 9 — 12, wird man bei knapp zugemessener Zeit vielleicht 
noch übergehen dürfen. Als das dem Verfasser zur Benutzung 
zugänglich gewesene Material sind, abgesehen von einzelnen 
arithmetischen Lehrbüchern (z, B. Gallenkamp), zu nennen die 
beiden schon erwähnten Schriften: Hesse, die Determinanten, 
Leipzig, B. G. Teubner, und Dölp, die Determinanten, Darm- 
stadt, L. Brill, sowie namentlich auch Baltzer, Theorie und 
Anwendung der Determinanten, Leipzig, S. Hirzel, und Salmon, 
Algebra der linearen Transformationen, deutsch von W. Fied- 
ler, Leipzig, B. G. Teubner. Erst nachträglich ist ihm auch 
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die Schrift von Hattendorf bekannt geworden, welche mehr- 
fach von ähnlichen Gesichtspunkten, wie die vorliegende, aus- 
geht, jedoch, ihrer Bestimmung entsprechend, in der Aus- 
führung hinreichend von letzterer abweicht, um derselben 
immer noch eine gewisse Berechtigung übrig zu lassen. Ins- 
besondere ist in der hier vorliegenden, nicht ausschliesslich 
für Studirende der Mathematik bestimmten Schrift in den An- 
wendungen und Aufgaben kein vorhergegangener Cursus der 
analytischen Geometrie vorausgesetzt worden, weil diese Vor- 
aussetzung an Gymnasien überhaupt nicht zutrifft und ausser- 
dem zu erwägen sein dürfte, ob nicht schon der erste Unter- 
richt in der analytis(J|gn Geometrie durch die Anwendung der 
vorher erlernten elementaren Theorie der Üeterminanten eine 
wesentliche Unterstützung und Vereinfachung gewinnen könne. 
Der Verfasser der vorliegenden Schrift betrachtet dieselbe 
als einen Versuch, bei dem es an mancher UnvoUkommenheit 
nicht fehlen wird; doch hofft derselbe wenigstens einen Bei- 
trag zu dem von ihm angestrebten Zweck geliefert zu haben, 
welcher vielleicht hier und da — auch unabhängig von dem 
erwähnten arithmetischen Lehrbuch des Verfassers — zur Be- 
nutzung seiner (deshalb auch als selbständige Schrift heraus- 
gegebenen) Arbeit einladen und dadurch auch zur späteren 
Verbesserung der beim Gebrauch erkannten Mängel gelangen 
könnte. 



I. Abschnitt. Einleitung. 

§ 1. Von den Permutationen. 

a. Die Permutationen*) einer gegebenen Gruppe von Elementen 
können stets so gebildet werden, dass jede einzelne Permutation 
aus der vorhergehenden durch Vertauschung der Stellen nur zweier 
Elemente entsteht 

Beweis: Bei zwei Elementen a, b findet überhaupt nur 
eine Vertauschung derselben statt. Bei drei Elementen a,b,c 
bildet man die zweite Permutation aus der ersten abc durch 
Vertauschung der beiden letzten Elemente; in dieser zweiten 
acb vertauscht man darauf das Anfangsglied a mit b, dann 
lässt man in bca wieder die beiden letzten Elemente ihre 
Plätze wechseln, in bac vertauscht man wieder b mit c und 
endlich in cab noch b mit a, wodurch man c6a als letzte der 
6 Permutationen erhält. Bei vier Elementen lässt man zu- 
nächst das Anfangsglied unverändert und permutirt die drei 
folgenden auf die vorher angegebene Weise. Dann lässt man 
in der letzten der so erhaltenen Permutationen das Anfangs- 
Element mit dem nächstfolgenden der ursprünglichen Ordnung 
(a mit b) die Stelle wechseln und büdet aus der neu gewon- 
nenen Permutation wieder mit Beibehaltung des jetzt den 
ersten Platz einnehmenden Elements die folgenden durch Per- 
mutation der drei übrigen Elemente auf die obige Art. Dann 
lässt man ebenso das dritte Element (c) an die erste Stelle 
treten, indem man es in der letzten der vorigen Complexionen 
seinen Platz mit dem bis dahin an erster Stelle gebliebenen 
Element (6) wechseln lässt, und fährt so fort, bis jedes der 



*) Vrgl. des Verf. „Elemente der Mathematik", erster Theil, zweite 
Auflage, § 46. 
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vier Elemente auf alle möglichen Arten die erste Stelle einge- 
nommen hat. (Vergl. Aufgabe 2 dieses §.) 

Man sieht nun schon, wie sich die Permutationen von 
fünf Elementen in analoger Weise mit Hülfe des eben bei 
vieren beschriebenen Verfahrens, und allgemein die von n Ele- 
menten nach denen von n — 1 Elementen so bilden lassen, 
dass der Forderung des Lehrsatzes genügt wird. 

Jedes Element einer Complexim, welches in der als die ur- 
sprüngliche geltenden Reßienfolge der Elemente später steht als 
ein anderes, heisst. das.höhere, md das letjstereheisst das nie- 
dere von beiden. 

Je zwei beliöbige Elemente, welche aus einer Permutations- 
form herausgenommen und so neben einander gestellt gedacht 
werden, wie sie in jener Form auf einander folgen, bilden isin 
Elementen-Paar. So enthält z. B. die Form 4213 die Paare 
42; 41, 43, 2i, 23, 13. 

Jedes Elementen ' Paar einer Complexi(m, in welchetn das 
höhere Element eine frühere Stdle einnimmt, als das niedere, 
bildet eine Inversion, 

So enthält z. B. die obige Permutationsform 4213 die 4 
Inversionen 42, 41, 43, 21, die Form 32514 die Inversionen 
32, 31, 21, 51, 54. 

6. Vertauscht man in einer Permutationsform zwei Elemente 
mit einander, so ändert sich die Anzahl der Inversionen um eine 
ungerade Zahl. 

Beweis: Es seien r, s die mit einander vertauschten Ele- 
mente, und es bezeichne A die Gruppe deijenigen Eleniente, 
welche dem ersten von jenen vorausgehen, B die Gruppe der 
zwischen beiden stehenden, und C die Gruppe der auf das 
zweite folgenden Elemente, und es sei s höher als r, so ist 
ArBsC die eine, AsBrC die andere Form. Die Gruppen A 
und C geben bei der Vertauschung von r und s keine Veran- 
lassung zur Aenderung der Anzahl der Inversionen, denn die 
Elemente derselben bleiben zu r und s in derselben Stellung 
in Betreff des Vorangehens oder Nachfolgens. Anders verhält 
es sich mit der Gruppe B. Dieselbe bestehe aus a Elementen, 
welche niedriger als r sind, /3, welche zwischen r und s liegen, 
und 7, welche höher als s sind. Dadurch dass r hinter die 
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a niedrigeren Elemente tiritt^erhäli man« Inversionen weniger, 
und dadureli.4ftg8_r-.hiJiter die Jj-Tfr^^. höjbere^ Jkpm erhält 
man /J + y Inversionen mehr. Ebenso fallen dadurch,: dass 
s vor y höhere tritt, y Inversionen fort, und dadurch^ dass s 
vor a -{- ß niedrigere kommt, entstehen.« + ß ^^^^ Inver- 
sionen. Endlich ei*giebt sich eine neue Inversion durch den 
Wechsel zwischen r und s selbst. Demnach ändert sich die 
Anzahl der Inversionen im Ganzeii um ' 

(^ + y -«) + (« + ^ - y).-fr _i « 2^-j- 1^ ,. 

also um eiiie unjgerade. Zahl. - 

Auf diese-Anzahl ist- esvselbstverständlich ohne . Einfluss, 
welphe 4er beiden Permutationsformen man als die Ursprünge 
liehe, und welche man als. die abgeleitete annimmt. 

Die ein,e der beiden: genannten Penputationen enthält 
also immer eine, gerade, die_andere eine ungerade Anzahl vjon 
Inversionen. 

Bildet man die Permutationen gegebener Elemente auf 
die unter a. angegebene Weise, so ist die Anzahl der Inver- 
sionen in denselben abwechselnd gerad und ungerad. 

Kann man eine. Permutationsform aus einer anderen durch 
eine gerade Anzahl von Vertauschungen je zweier Elemente 
ableiten, so ist die Anzahl der Inversionen in beiden überein- 
stimmend gerad oder ungerad; ist dagegen jene Anzahl von 
Vertauschungen ungerad, so ist die Anzahl der Inversionen in 
der einen Complexion gerad, in^der anderen ungerad. 

c. Man tlieilt die Permutationen einer gegebenen Gruppe von 
Elementen in ewei Glossen; zu der ersten derselben gehören alle 
diejenigen^ welche eine gerade^ zu der zweiten die, welche eine un- 
gerade Anzahl von Inversionen haben. 

Zwei Permutationen gehören also derselben oder verschie- 
denen Classen an, je nachdem sie sich aus einander durch eine 
gerade oder durch eine ungerade Anzahl von Vertauschungen 
je zweier Elemente ableiten lassen. 

Die nach a. geordneten Permutationen von n Elementen 
gehören abwechselnd der einen und der anderen Classe an. 
Jede von beiden Classen besitzt daher gleich viele Permuta- 
tionen, nämlich 3.4.5 w = ^ (w!). 



Aufgaben zu § 1. 

1. Man bilde nach Lehrsatz a. die Permutationen von 123. 

2. Ebenso von ah cd, 

Auflösung; abcd hdca cahd dcba 

dbdc hdac cadb dcah 

acdb hcad ebda dbac 

acbd bcda cbad dbca 

adbc bade cdab dacb 

adcb bcicd cdba dabo 

3. Ebenso von 1234. 

4. Welches ist bei der angegebenen Bildungsweise die 
letzte der mit a anfangenden Permutationen von ahcde? Wel- 
ches ist die erste, und welches die letzte der mit h anfangen- 
den? Ebenso für die übrigen Elemente. 

5. Alle Permutationen von 12345, in welchen 234 in 
dieser Reihenfolge neben einander stehen, nach Analogie des 
Verfahrens des Lehrsatzes a, zu bilden. 

6. Ebenso alle diejenigen, in welchen 234 neben einander 
stehen, jedoch unter sich in beliebiger Reihenfolge. 

7. Man bilde aus a^b^c^ alle möglichen Producte, welche 
durch Permutation der Exponenten auf die angegebene Weise 
entstehen, und ebenso alle, welche durch Permutation der Basen 
a, 6, c ohne Veränderung det Reihenfolge der Exponenten ent- 
stehen. Man vergleiche beide Entwickelungen mit einander. 

8. Ebenso aus a^a^a^a^ alle möglichen Ausdrücke 
einmal durch Permutation dftr oberen, das anderemal durch 
Permutation der unteren Indices. 



9. Bestimme die Anzahl der Inversionen in «) 21354; 
ß) dcba-, y) 615243; 8) 8273645L 

10. Wieviel Inversionen sind in 7531246, und wieviel 
in 7541236? 

11. Um wieviel ändert sich die Anzahl der Inversionen 
in 698132547, wenn man die Elemente 1 und 5 mit einan- 
der vertauscht? 

12. An einer Seite einer Tafel sitzen 10 Personen nach 
ihrer Rangordnung. Wie viele Inversionen der letzteren ent- 



stehen, wenn die erste ihren Platz mit 3er siebenten und die 
fünfte ihren Platz mit der dritten vertauscht? 

13. Zu den Permutationen von ahcd (Aufg. 2) der Reihe 
nach die Anzahlen der in ihnen enthaltenen Inversionen an- 
zugeben. 

14. Durch wieviele Vertauschungen je zweier Elemente 
mit einander kann man von cdabe auf hadce gelangen? 

15. Ebenso von ahcdef auf faicde? 



16. Wieviele der Permutationen von 5 Elementen haben 
eine gerade, wieviele eine ungerade Anzahl von Inversionen? 

17. Ebenso für 7 Elemente. 

18. Alle Permutationen von ahcd zu bilden, welche eine 
ungerade Anzahl von Inversionen haben. 

19. Die sechs ersten Permutationen von 12345 zu bilden, 
welche eine gerade Anzahl von Inversionen haben. 

20. Man bilde dasjenige Aggregat, welches aus sämmt- 
lichen Permutationen von a^a^a^a^ entsteht, wenn man die 
Elemente jeder einzelnen Permutation mit einander multiplicirt 
und diejenigen Producte, welche eine gerade Anzahl von In- 
versionen haben, durch +> die anderen durch — mit den 
übrigen verbindet. 

§ 2. Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten. 

Vorbemerkung: Sollen n von einander unabhängige Glei- 
chungen ersten Grades mit n Unbekannten auf letztere aufge- 
löst werden, so hat man in jedem einzelnen Fall bei der suc- 
cessiven Elimination (nach Arithm. § 33) dasselbe umständ- 
liche Verfahren, nur mit verschiedenen Zahlenwerthen der ge- 
gebenen Grössen zu wiederholen, und dieses Verfahren ist bei 
grösseren Werthen von n sehr zeitraubend und ermüdend. Es 
empfiehlt sich daher, diese Auflösung ein für allemal an Glei- 
chungen mit unbestimmten Zahlzeichen (Buchstabengrössen) 
auszuführen, sodass man weiterhin in jedem einzelnen Fall nur 
nöthig hat, die speciellen Werthe in die gefundenen allgemei- 
nen Kesultate einzusetzen. Es entspricht dieses Verfahren dem 



auch sonst in ähnlichen Fällen, beispielsweise bei den quadra- 
tischen Gleichungen, üblichen, wo man auch nicht die ganze 
Operation der Auflösung bei jedem, einzelnen Beispiel wieder- 
holt, sondern dieselbe ein für allemal an der allgemeinen Glei- 
chung {a? -\- px -]- q = 0) ausführt, um späterhin nur die 
jedesmaligen besonderen Werthe (von p und q) in die allge- 
meine Auflösungsformel einzusetzen. 

Für zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 

ergiebt sich (Arithm. § 33.) 

Diese Formehi lassen sich leicht gedächtnissmässig behalten, 
wenn man das gemeinsame Bildungsgesetz der Zähler und 
Nenner beachtet. Der beiden Werthen gemeinschaftliche Nen- 
ner a^&a — ^2^1 hesteht aus zwei Producten der Coefficienten 
der Unbekaimten in (1), welche so gebildet sind^ dass die Fac- 
toren eines jeden verschiedenen Gleichungen und verschiedenen 
Unbekannten angehören. Das zweite Product kann bei der 
gewählten Bezeichnungsweise aus dem ersten a^h^ durch Per- 
mutation der Indices gebildet werden und erhält das Vor- 
zeichen — . 

Ganz in derselben Weise sind auch die beiden Zähler 
gebildet, und man erhält diese aus dem Nenner, wenn man 
jedesmal an die Stelle der Coefficienten der gesuchten Unbe- 
kannten die entsprechenden Glieder c^ und c^ setzt. 

Man nennt jeden nach diesem Gesetz aus vier in 2 Hori- 
zontalreihen, bez. zwei Verticalcolonnen geordneten Elementen 
gebildeten Ausdruck die Determinante des Systems dieser 2 . 2 
Elemente und bezeichnet z. B. die Determinante des Systems 

»1^1 



^,^ durch 

«2^2 



a2&2 



oder kürzer durch -27 + a^ b^. 



Die Resultate der Auflösung zweier Gleichungen ersten 
Grades mit zwei Unbekannten (1) können daher, wie folgt, 
geschrieben werden: 






Aufgaben zu § 2. 

1. Die Determinanten folgender Systeme zu entwickeln: 

a) a h ß) a V y) P i *) %' 0^' 
c (? a" h" r s a^ a^. 

2. Die Determinanten folgender Systeme zu entwickeln 
und zu berechnep: 

«) 5 3 jJ) 9 6 y) 3 4 d) 7 6 



47 25 52 5 4. 

3. Ebenso von 

«) — 5 3 /5)3— 1 y) — 4 — 2 *) — 4 5 
2—4 4—2 —3—5 —1 — 1. 

4. Ebenso von 

«) 9 |5) 7 8 y) 4 d) 5 
4 6 3 3 4 0. 

5. Ebenso von 

«) 2 3 /J) 3 12 y) 4 9 d) 12 18 
4 6 2 8 2 3 24 9. 

6. Ebenso von 

«) if, 4^ ß) H, ^ Y) 1,4 0,3 

2^, 3f 2|, 5f 4,2 0,5. 

7. Folgende Gleichungen mit Hilfe von Determinanten 
aufzulösen: 

a) lx + ^y=- 13 ß) 8a? + 3i/ = 25 y) 7a; — 2«/ = 29 
4x + öy = 14 2x + 5y= 19 3a; + 4^/ =^ 27. 

8. Ebenso: 

«) 4a; + 3y = 3 ^) ^o; + |y = H y) 7a; - 81/ = 0, 1 
6a; — 9y = x — ly = 6 5x — 3y = — 0,2. 

9. Ebenso: 

«) 3a; + 4y = ß)—öx+10y=65 y) —3x+4y—1^0 
2x—y+i{=0 6x— 3«/=30 4a;— 3«/— 1=0. 
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10. Ebenso: 

a) 2a) + 3y = ß) x + y = 8 y) 7x + 3y = 10 
5x + ly = x — y = 2 Ux + 6y = 20. 

11. Die Division in — ~, ^ ^ auszuführen. 

sin a, sin/3 



12. Wie lässt sich der Werth der Determinante 



kürzer angeben? Ebenso 



cos«, cos/S 



sino;^ sin/3 
— cosa, eos/3 

13. Durch einen Eckpunkt Ä eines Dreiecks ABC sei eine 
Gerade gezogen, und auf letztere seien von B und G die Senk- 
rechten J?J?i, CCi gefällt. Man zeige, dass der Inhalt des 
Dreiecks, wenn J5J?i = a^, CC^ == Og, ÄBi = \y ACj^ = &2 
gemessen sind, durch die Hälfte der Determinante 2J ■+■ a^ b^ 
angegeben wird. 

14. Welche Bedingung muss erfüllt sein, damit die Glei- 
chungen a^^x -{- bj^ = und a^x -\- b2 = gleichzeitig richtig 
sein können? 

15. Aus den Gleichungen a^X'\-bj^y=0 und a2X'\-b2y==0 
lassen sich die beiden Unbekannten x, y eliminiren. Welche 
Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten der Unbe- 
kannten erhält man hierdurch? Die Aufgabe fällt mit der 

vorigen zusammen, wenn man in letzterer — statt x schreibt. 

16. Trägt man auf dem einen Schenkel eines Winkels 
vom Scheitelpunkt aus zwei Strecken AB = a^, AG = b^ und 
auf dem anderen ebenso die Strecken AB^ = a^, AC^ = b^ 
ab, und ist die Determinante a^b^ — «2^1 = 0? so liegen die 
Punkte BBy^ und CG^ auf zwei einander parallelen Geraden. 
Ist die Determinante a^\ — a^b^^^O^ so liegen die vier 
Punkte auf der Peripherie eines Kreises. 

Wie kann man überhaupt jede Proportion a^:\ = a^: 62 
in Form einer Determinanten-Gleichung darstellen? 

§ 3. Gleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten. 
Um die drei allgemeinen Gleichungen 

(4) a^x + b^y^ C2^ = ^2 
»3^ + hy + ^3^ = ^3 



aufzulösen, bedient man sich zweckmässig der sogenannten 
Coefficienten-Methodej d. h. man multiplicirt jede Gleichung mit 
einem vorläufig unbestimmt bleibenden Factor m^, m^, m^, 
addirt die entstandenen neuen Gleichungen und bestimmt 
darauf jene Factoren so, dass in der vorher resultirenden 
Gleichung 

(5) (a^m^ + a^m^ + aQm^)x + (61% + b^m^ + b^m^)y 

die Coefficienten der unbekannten mit Ausnahme derjenigen, 
welche gerade gesucht werden soll, gleich Null werden. Um 
also z. B. X zu finden, setzt man 

und erhält, nachdem hieraus %, mg, mg bestimmt sind, 

(7) x = 



\m^ + ^2^2 + ^3^? 



^1% + ^2^2 + %^3 

Die zwei Gleichungen (6) reichen jedoch zu völliger Be- 
stimmung der drei Factoren m nicht hin, man kann also, wie 
von vornherein zu erwarten war, die Werthe derselben auf 
unendlich viele Arten so annehmen, dass sie den angegebenen 
Zweck erfüllen; dagegen sind durch (6) ihre Verhältnisse be- 
stimmt, und dividirt man z. B. beide Gleichungen durch % 

und löst dann auf die Unbekannten — -, — - nach § 2 auf. so 

ergiebt sich 

% 62% — ^3^2 ' % ^2^3 ^ ^3^2 ' 

und man wird daher am einfachsten 

^1 = ^2^3 — ^3^2 = -^ ± h^s y 
(8) ^2 = 63^ — h^c^ = ^± 63^1 ? 

% = *l^2 — *2^1 = -^ ± ^^2 

annehmen. 

Durch Einsetzen dieser Wertiie in die Gleichung (7) er- 
hält man für x «inen Quotienten, dessen Nenner entwickelt 

(9) a^&a^ — ö^i&3^2 + <hh^i — ^h^s + ^3^1^ ~" ÖJ3&2C1 



V 
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ist. Derselbe ist sonach aus den 3.3 Coefficienten der Un- 
bekannten in den gegebenen Gleichungen (4), also aus dem 
System 



«1 


h 


<h 


«2 


h 


Ci 


«3 


h 


c» 



durch Bildung aller möglichen Producte ableitbar, welche aus 
jeder der drei Gleichungen (Horizontalreihen) und von jeder 
der drei Unbekannten (aus jeder Verticalreihe) je einen und 
nur einen Factor enthalten. Das erste Glied desselben ist das 
Product der Glieder der Diagonalreihe %&2^3 5 3,us ihm lassen 
sich alle übrigen dadurch ableiten, dass man die Indices 1, 2, 3 
auf alle möglichen Weisen permutirt und jedem einzelnen 
Producte das Vorzeichen + oder — giebt, je nachdem die 
Anzahl der Inversionen in der betreffenden Permutation gerad 
oder ungerad ist. 

Bildet man also die Permutationen nach § 1 a, so sind 
die Vorzeichen abwechselnd + ^^d — • 

Man nennt jeden Ausdruck, welcher nach diesem Gesetz 
aus 9 in der angegebenen Form aufgestellten Elementen ge- 
bildet ist, die Determinante des Systems der Elemente und 
bezeichnet ihn kürzer durch 






oder 27 + a^b^c^. 



Da femer der Zähler des für x gefundenen Ausdrucks (7) 
sich von dem Neniier nur dadurch unterscheidet, dass an 
Stelle der Coefficienten a die entsprechenden Glieder Tc treten 
(da die Factoren m kein a enthalten), so muss dieser Zähler 
ebenfalls eine Determinante von 9 Elementen, und zwar 
27+ ^162^3 sein. 

Die Bestimmung der Werthe von y und z kann in ganz 
entsprechender Weise geschehen, also indem man aus (5) die 
betreffenden Bedingungsgleichungen für m^, m^^ m^ aufstellt, 
durch welche jedesmal die nicht gesuchten Unbekannten weg- 
fallen, und so weiter fortßlhrt Da sich die betreffenden Ent- 
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Wickelungen aber offenbar von der für x geführten nur da- 
durch unterscheiden können, dass die Coefficienten a mit den 
entsprechenden der gesuchten Unbekannten vertauscht wer- 
den, so ergiebt sich auch ohne Ausführung der ganzen Rech- 
nung, dass man für alle drei unbekannten Grössen denselben 
Nenner ^J+a^ft^Cg erhält, imd dass der jedesmalige Zähler 
die Determinante ist, welche man erhält, indem man im 
ersteren an die Stelle der Coefficienten der gesuchten Un- 
bekannten die entsprechenden Glieder it setzt. E3 ist also 

K^^J -^ E±a,b^c^'^ 2J±a,h,c^' 2J±a^b^c^' 

Die Entstehung der Determinante (9) aus a^m^ + ^'^2 + ^s^s 
zeigt, dass eine solche stets als Summe von Producten der 
Glieder der ersten Verticalcolonne mit je einer Determinante 
von 4 Elementen dargestellt werden kann. Es ist nämlich 



(11) 2;+ «162^=^1 



h^3 



+ <^2 






+ »s 



61 Ci 



Man erhält demnach diese Determinanten von 4 Elementen, 
wenn man die Horizontalreihe, welcher der einzelne vor- 
gesetzte Factor angehört, sowie die Verticalcolonne desselben 
in dem System der 9 Elemente weglässt und dann die Hori- 
zontalreihen in cyklischer Weise, also nach der Aufein- 
anderfolge der Indices 2 3 — 31 — 12 ordnet. Dieses Bil- 
dungsgesetz der Determinante von 9 Elementen kann für die 
Entwicklung einer solchen in den einzelnen bestimmten Fällen 
verwerthet werden. 

Aufgaben zu § 3. 

1. Folgende Gleichungen mit Anwendung der Coefficienten- 
Methode (unter Durchführung des ganzen Verfahrens) auf- 
zulösen: 

«) 3x + 2y + 50 = 22 ß) 8x— 9y+10^= 79 

4:x + 3y + 2i2 = 16 9x—lOy.+ 8;^= 64 

2a; + 5y-f3i^==21 10a;— 8y+ 9;^=100 

y) 14x+13y — 150=14 
16a; — 172/+18;? = — 51 
19a; + 202/ — 21;^ = 22. 
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2. Die Determinanten folgender Systeme als Aggregate 
von Producten der Elemente der ersten Verticalcolonne mit 
Determinanten von 4 Elementen darzustellen: 

y) a^ «2 «3 S) a^a^a^ 



h h h 

^1 ^2 ^3 



da O/a O/n 

»3 «3 «3 



a) a b c ß) a d g 
d e f h e h 

g h i c f i 

3. Die Determinanten folgender Systeme zu berechnen: 

«) 1, 2, 3 ß) 5, 7, 2 y) 3, 4, 1 d) 2, 5, 7 
2, 3, 4 6, 1, 3 0, 2, 5 4, 9, 8 

3,4,5 -1,5,2 0,1,6 4,10,14 

4. Folgende Determinanten zu entwickeln und mit ein- 
ander zu vergleichen: 



a^ \ c^ 




a^a^a^ 


^2 ^2 ^2 


und 


h h h 


(i^\c^ 




^1 ^2 ^3 



5. Die folgende Determinante, in welcher zwei Hori- 
zontalreihen übereinstimmen, zu berechnen: 

eil O/a Q/o 

«102^3 

6. Wie verhält sich die Determinante 27 +^^2^3 zu der- 
jenigen, welche man erhält, wenn man statt der Indices die 
Buchstaben a, &, c ^permutirt und die Vorzeichen nach der- 
selben Regel in Betreff der Inversionen bestimmt? 

7. Wie ändert sich der Werth der Determinante 27+ a^ ^2 ^3? 
wenn man die Elemente %, a^, a^ sämmtlich mit dem Factor 
p multiplicirt? 

987 

8. Aus dem System 675 von 9 Elementen wurden zwei 

332 
neue Systeme gebildet, indem man das einemal die erste und 
die zweite (Horizontal-) Zeile Glied für Glied, das anderemal 
ebenso die erste und die dritte (Vertical-) Colonne mit ein- 
ander vertauschte. Man vergleiche die Werthe der drei Deter- 
minanten. 
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9. Die Grleichungen in Aufgabe 1 mittelst Determinanten 
aufzulösen. 

10. Ebenso folgende Gleichungen: 

«) 5ic — 3y + 2^ = 3 ß) 3x+12y+ 5;s; + 42 = 

4iP + 5y — 3^ = 21 4x—ny+ 2;^ — 24 = 

5x — 2y — 30 = — 12 öx+ 8y—lO0— 9 = 0. 

11. Ebenso folgende Gleichungen: 

a) 12a; + 13«/— 11^=15 ß) x + y + z = l 

ix—riy+ 8^ = — 57 x — y — z^l 

— 4a;+ by— 6-2r = 23 -~:r + y + ;2? = 7 

y) 2^+3y+ 4^ = 3 
3^-f62/+10i^ = 6 
4tx + by— 6^ = 2f 

12. Ebenso folgende Gleichungen: 

a) bx+ 3y~ 4^ = ß) 2^ + 3^ + 4^= 5 

2x-{-ny— 11^ = 4x + 6y-\'8^=10 

3a;— 9y+ 8;^ = 2x — 3y-^7^= 9. 

13. Man löse die allgemeinen Gleichungen 

a^x + \y + c^^ = \ 
«2^ + hy + ^2^ = h 

«3^ + hy + ^3^ = ^3 

mittelst der Substitutions-Methode auf x auf und zeige, dass 
im Zähler und im Nenner je zwei Glieder und ein gemein- 
schaftlicher Factor sich aufheben, die bei der Entwickelung 
des Resultats mittelst Determinanten von vorneherein erspart 
werden. 

14. Es seien drei Gleichungen mit zwei Unbekaimten 
von der Form a^x -^-h^y -\- c^ = gegeben. Welche Be- 
dingung zwischen den Grössen a, &, c muss erfüllt sein, wenn 
allen drei Gleichungen durch dieselben Werthe der beiden Un- 
bekannten soll genügt werden können? Die Bedingungs- 
gleichung soll in möglichst einfacher Form dargestellt werden. 

15. Man behandele in analoger Weise, wie in Aufg. 14, 
drei Gleichungen von der Form ax^ -f- hx^ + cx^ = 0. 

16. Es seien drei Punkte durch ihre Abstände a^, «g; ^3 
von einer festen Geraden und durch die Entfernungen der 
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zugehörigen Fasspünkte- der SenfcrechteBt vcwöl eifi^m -festen 
Punkte jener Geraden, ft^, 63 > ^3? gegeben; man soll den 
doppelten Flächeninhalt des durch die di^- Punkte "bestimmten 
Dreiecks berechnen. . /Das Resultat soll durch DeterminaÄten 
ausgedrückt tc^erden. 7 Welche Determinante : ethält man, .w^nn 
man die erste -von denen des Resultats mit: Cj, -die -zweite Imit 
Cg, die dritte mit q multiplicirt, und wie kami man somit, 
indem- man q = c^, =? ^3 = 1- setzt, das Resultat durch eine 
einzige Determinante ausdrücken? 

§ 4. Gleichungen ersten Grades mit mehr als drei 

Unbekannten. 

Die Auflösung, von vier Gleichungen mit vier Unbekannten 
kann in analoger Weise, wie vorher, mit Hilfe der Coeffi- 
cienten-Methode geschehen. Bezeichnet man die Unbekannten 
zu besserer Uebersicht mit x^, X2, x^, ir^^ und scbreibt hier- 
nach die gegebenen Gleichungen: 

(12) 



(Z2^l "r ^2*^2 \ ^2*^3 "T" ^2*^4 ^2 



^S-^l "T ^3^2 I ^3^ I ^3^4 "'S 

^^4^1 I ^4*^2 I ^4^3 I ^4^4 ""^^ ^4 > 

SO erhält man durch Multiplication mit den unbestimmten 
Fiactoren m^, mg, ni^j m^ und Addition eine einzige Gleichung, 
in welcher man, um x^ zu finden, die Coefficienten der übri- 
gen Unbekannten gleich Null setzt. Dies giebt: 

\m^ + ^^2*^2 + ^3% + ^4*^^4 = 
(13) q% + ^2^2 + ^3^3 +'^4*^4 = 

d^m^ -f- d^m^ + d^m^ -f- d^m^ = 0, 

und diese drei Gleichungen bestimmen wieder die drei Ver- 
hältnisse der-Factoren m. Durch Auflösung derselben nach 
§ 3 erhält man die Werthe dieser Verhältnisse in Form von 
Quotienten von Determinanten und findet, dass man am ein- 
fachsten j 

(14) ^1 = 27 + ^2 ^3^4; ^2 •=* "^ i ^3 ^4^1 ? Wtg p= iJ' + &4^^2, ^ 

^4 == 2? + ^1 ^2 ^3 "^"^ 

setzt. Es ist daiin 
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(15) X .— ^'*"^ + ^JJ^^Ü + ^3 »^3 +^^4» »*- ■ 

und entsprechende Ausdrücke müssen sich auch für die übri- 
gen Unbekannten ergeben. 
; : Durch Entwickelung des Nenners in (iö) ' erhält man 

. ä^ Sg Cg d^ — a^ Kg c^^d^ -\- ä^ h\ c^dfg — «i \ c^ d^ -fr a^ h^ c^ d^ — a^ 5^ c^ (?2 

+ %&iC2öf4 — %*1^4^2 + %*2^4^a—%*2^t^4 + «3*A^1^2 «3*4^2^1 

+ Ö4*3^2<^1— <^4*3^1^ +.^4*2^1 ^a~" «4*2^3 ^1 +'^4*1 <^3 ^2 — «4*1^2^3 

Dieser Ausdruck i&t aus den 4 . 4 Cöefficienten der Un- 
bekannten in den gegebenen . Gleichungen (12) genau nach 
demselben Gesetze gebildet, wie vorher die Determinante von 
9 Elementen aus diesen, und wird daher auch die Determi- 
nante des Systems jener 16 Elemente genannt und durch 

a^ \ c^ dl 

oder 27 + ai&2^3^4 



«2 ^2 ^ ^ 



^3 ^3 ^3 ^3 
%*4^4^4 

beiöichiiet. Auch da» Bildungsgesetz dieser Determinante aus 
Producten d^r Elemente a^, a2, ... der ersten Verticalcolonne 
mit den Determinanten m^^ ^2, ... entspricht dem im vorigen 
Paragraphen gefundenen. Für die Unbekannten hat man nun 
die Werthe: 



Xi=^ 



Ü+Jc^b^c^d, 



'4 



X, 



Z + ajc^c^d, 



4 



u. s. w. 



Man sieht bereits ein, wie das im Vorstehenden befolgte 
Verfahren sich auch auf Gleichungen mit fünf oder mehr Un- 
bekannten ausdehnen lässt, und dass sich dabei auch ähnliche 
Resultate erwarten lassen. Dies führt darauf, den Begriff der 
Determinante von n? Elementen allgemein aufzustellen und zu- 
nächst die wichtigsten Eigenschaften und Sätze von solchen 
zu erörtern. 

Aufgaben zu § 4. 

1. Folgende Gleichungen mittelst der Coefficienten-Methode 
auf eine* der Unbekannten aufzulösen: 
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«) 2x+ y—40+Su=—2 ß) 3Xi + 4x^ + 5x^'-6x^= 10 

3ä:+2i/-— Z'\-bii= 19 Ax^-\-bx^ — &x^^lx^=^ — 14 

Ax—3y+bz— u= 12 öi^i — 6^2 + 7iC3 + 8ir4= 10 

5x—2y — 3z+4u= 8 ^6Xi^ + lx2 + 8x^+9x^=—14. 

2. Welches sind bei der Auflösung folgender Gleichungen 
die Werthe der Pactoren, mit welchen die einzelnen Gleichun- 
gen bei der Bestimmung von a) x^ oder /3) x^ multiplicirt 
werden? 

5iCi + Ix^ + 4:X^ — 3ii?4 = 1 
2x^ -f- 9x^ — hx^ -f- ^x^ = 1 
4x^ — 3x^ -f SiTg + 2rP4 = 10 
9iCi — lla:^ — 12iC3 + ^^4 =—7. 

3. Folgende Determinanten von 16 Elementen durch 
solche von 9 Elementen darzustellen: 



«) 



a h c d 


ß) 


e f g h 




i k l m 




n p q 





2 2 2 2 
^3 ^3 3 3 



Y) 



a h c d 
2a 26 3c 36? 
3a 3h 2c 2d 
3a 26 3c 2d 



4. Die Werthe folgender Determinanten zu berechnen: 



«) 



ß) 



1,3,5,7 
2, 4, 6, 8 
3,1,8,4 
2, 5, 7, 3 

5. Ebenso von 



4, 2, 
2,-3, 
1, 3, 
7, 6, 



3, 1 


y) 


5, 8 




1, 4 




2, 5 





h h h l 

h h h r? 
12, 8, 9, 4 

6,3,2, 1 



7, 4, 6, 3 


^) 


9,8,2,7 


y) 


1,2,3,4 


0, 8, 1, 2 




0, 7, 6, 3 




0, 2, 5, 6 


0, 3, 3, 6 




0, 0, 2, 1 




0, 0, 3, 5 


0, 1, 2. 4 




0, 0, 3, 9 




0, 0, 0, 4 



6. Ebenso von 
«) 1,4, 6, 8 ß) 4,1,3, 7| y) 1,2, 3, 4 

5,6, 7, 8 
6, 8, 10, 12 
3,4, 5, 6 

7. Mit Hilfe von Determinanten aus folgenden Gleichun- 
gen eine unbekannte zu berechnen: 



1,4, 6, 8 


ß) 


2,4, 8,10 




3, 9, 12, 16 




4,4, 4, 4 


w 



4,1,3, 7 


y) 


8, 2, 6, 14 




3,1,9, 




4,6,2, 9 
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a) 2a:+3y+4iSf+5w= 76 ß) 3rc+4j/— -5;?+ 2w= 2 

3^— 4y-5;^+2w=— 22 2x+9y— lz-\- 3ti= 3 

4a:+5y— 2;8f — 3m= 22 4a;— 8j/+lli^+13«i=13 

— 5:r-f 2y+30 — 4w=— 16 7^+4y— 3^+ 5te= 5. 

2ii?i — 2x2'\-^x^— ir4=0 5^1+ 7a;2 + 3a;3 + 2a:4=17 

4a;i + 5iC2 — 6^3 — ^ir4=4 ^^i^ Sx2'{-^x^-\-^x^==21 

7a:i — 8a;2 + 9a?3 — 3:^4=0 ll:ri + 15^2 + '^^3 + 5iz^4=38. 



II. Abschnitt. Elementare Theorie der Determinanten. 

g 5. Begriff und Bildung der Determinanten. 

a. Wenn mehrere Gruppen von Elementen gegeben sind, 
so bezeichnet man die letzteren zweckmässig durch doppelte 
Indices, von denen der eine angiebt, der wievielten Gruppe 
das betreflfende Element angehört , und der andere, das wie- 
vielte Element der Gruppe es ist. Es bezeichne also ä,-* das 
xte Element der iten Gruppe. 

Man pflegt in diesem Fall femer die Elemente jeder 
Gruppe der Reihe nach in eine Horizontal-Zeile zu schreiben 
und die verschiedenen Zeilen in ihrer Ordnung unter einander 
zu setzen, so dass die ersten Elemente derselben und ebenso 
die zweiten u. s. w. je eine Vertical-Colonne bilden. Hier- 
nach bezeichnet a^* das xte Element der iten Zeile, oder, was 
dasselbe ist, das ite Element der xten Colonne. Mit noch 
anderen Worten: es ist aC^ das Element, welches zugleich in 
der iten Zeile und in der xten Colonne steht. 

Im Folgenden wird ein aus n Zeilen von je ebenso viel 
Elementen bestehendes System als gegeben vorausgesetzt. Man 
nennt in diesem Fall die Reihe ay^a^a^ ...a^y welche vom 
ersten bis zum letzten der n^ Elemente . führt, die Diagonal- 
reihe des Quadrats der Elemente. 

b. Die Determinante eines Systems von n^Elementen 
(welche in der vorher angegebenen Weise geordnet sind) 
nennt man ein Aggregat aller möglichen Prodticte dieser EU- 

Beidt, Determ. 2 



18 

mentOy welche aus jeder Zeile und aus jeder Colonne je ein und 
nur ein Element als Fa^ctor enthalten. Das Anfangsglied der 
Determinante ist das Product der Elemente der Diagonalreihe 

a^^a^^a^K..an\ 

jedes folgende Glied wird mit dem vorhergehenden durch + oder — 
verbunden y je nachdem es aus dem Anfangsglied (bei gleicher 
Aufeinanderfolge der oberen Indices durch eine gerade oder durch 
eine ungerade Anzahl von Vertauschungen je zweier unteren In- 
dices) abgeleitet '^werden Icann. 

Jedes Glied der Determinante von n^ Elementen ist also 
ein Product von n Factoren. Daher heisst die Determinante 
je nach dem Werthe von n eine solche zweiten, dritten, u. s. w., 
wten Grades. 

c. Aus dem Anfangsglied lassen sich alle folgenden Glie- 
der durch blosse Permutation der unteren Indices ableiten; 
dieselben erhalten das Vorzeichen + oder — , je nachdem die 
betreffende Permutationsform mit der des Anfangsgliedes der- 
selben Classe angehört oder nicht. 

Permutirt man bei Bildung der Determinante die Indices 
in der im § 1 angegebenen Weise, so sind die Glieder der- 
selben abwechselnd positiv und negativ. 

Man bezeichnet die Determinante durch Anschreiben des 
Systems der Elemente zwischen zwei Colonnenstriche, oder 
auch, da durch das Anfangsglied alle folgenden bestimmt sind, 
indem man ersteres mit doppeltem Vorzeichen hinter ein 
Summenzeichen 27 schreibt. Das obere Vorzeichen ist das des 
Anfangsgliedes, das untere deutet den Wechsel der Vorzeichen 
in den aufeinanderfolgenden Gliedern an. Man schreibt also 

a* Of^ « • • a* 

a^W • • • «ü" 

= 27 + Uj^a^ . . . Un". 

an a^i • •'. tvjj 

Die Anzahl der Glieder einer Determinante wten Grades ist 
gleich der Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Ele- 
menten, d. i. gleich 1.2.3 w = n! Die Anzahl der posi- 






>' 
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tiven Glieder ist gleich der Anzahl der negativen, nämlich 
gleich 3.4.5 n. 

d. Jede Determinante kann aus ihrem Änfangsgliede statt 
durch Permutation der unteren Indices auch durch Permutation 
der oberen Indices entunckelt werden. 

Denn es ist zunächst klar, dass man auf diesem Wege 
ebenfalls alle möglichen Producte erhält, welche aus jeder 
Zeile und aus jeder Colonne je ein und nur ein Element ent- 
halten, und es sind nur die Factoren der einzelnen Producte 
das einemal nach den oberen, das anderemal nach den un- 
teren Indices geordnet. Es bleibt also nur noch zu beweisen, 
dass die Vorzeichen der gleichen Glieder in beiden Entwicke- 
lungen dieselben sind. Hierzu genügt, da das Anfangsglied 
beidemal dasselbe ist, und bei jeder Vertauschung zweier In- 
dices das Vorzeichen wechselt, der Nachweis, dass jedes Glied, 
welches sich aus einem anderen durch Vertauschung zweier 
oberen Indices ableiten lässt, auch aus demselben Gliede durch 
Vertauschung von nur zwei unteren Indices erhalten werden 
kann. Lässt man nun in einem Gliede 

a* Ota* • . • a^ji • . • a^ ... a^ 

die oberen Indices d und b mit einander wechseln, so erhält 
man das Glied 

^1 ^^ * * * ^^ * * * ^^ * * * ^A * 
Dasselbe Glied ergiebt sich aber auch aus dem vorhergehen- 
den, wenn man die unteren Indices d und e mit^ einander 
vertauscht, da nur die Reihenfolge der Factoren in diesem 
Fall eine andere wird. 

Hieraus folgt auch, dass zwei Systeme von der Art, dass 
die Zeilen des einen mit den Colonnen des anderen in der- 
selben Ordnung übereinstimmen, dieselbe Determinante haben. 

Es ist also auf den Werth lier Determinante ohne Einfluss, 
ob man mit den unteren Indices die Zeilen und mit den oberen 
die Colonnen unterscheidet, oder ob man umgekehrt verfährt. 

Aufgaben zu § 5. 

1. In welcher Zeile und in welcher Colonne steht das 
Element öfg'? 

2* 



\ 
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2. Wie bezeichnet man das 9te Element der 7ten Zeile, 
wie das 4te Element* der dritten Colonne, wie das in der 
pten Zeile und der gten Colonne stehende Element? 

3. Das wievielte Element eines Systems ist a^^, wenn die 
n^ einzelnen Elemente in der Reihenfolge gezählt werden, dass 
jede Zeile sich mit ihrem ersten Element an das letzte der 
vorhergehenden Zeile anschliesst? Das wievielte ist es, wenn 
man ebenso die Colonnen auf einander folgen lässt? 

4. Ebenso für üiK 

5. Wie bezeichnet man das 21 te von 27 Elementen, 
wenn die 9 ersten von diesen der Reihe nach die erste, die 
9 folgenden die zweite Zeile bilden, u. s. w.? 

6. Welche von 25 in 5 Zeilen und 5 Colonnen geord- 
neten Elementen sind das ebensovielte des ganzen Systems, 
wenn man nach den aufeinanderfolgenden Zeilen, wie wenn 
man nach den Colonnen zählt? 

7. Welchen Einfluss hat es auf die Diagonalreihe eines 
Quadrats von Elementen, wenn man die unteren Indices mit 
den oberen vertauscht? 

8. Wie heisst die Reihe eines Systems von n^ Elementen, 
welche, ähnlich der Diagonalreihe, vom letzten Element der 
ersten Zeile zum letzten Element der ersten Colonne geht? 

9. Welches Vorzeichen hat in der Determinante 
-^ i ^ ^2 ^3 ^4 ^5 das Glied ci,^\c^d^ep^y welches das Glied 

10. Welches ist der Werth der Determinante von 9 Ele- 
menten, die sämmtlich gleich a sind? 

11. Welchen Werth erhält eine Determinante, wenn alle 
Elemente einer Zeile oder einer Colonne gleich Null werden? 

12. Wieviel beträgt der Werth desjenigen Aggregats, 
welches aus der in 10. genannten Determinante hervorgeht, 
wenn man allen Gliedern derselben das Vorzeichen + 
giebt? 

13. Wie ändert sich der Werth einer Determinante, 
wenn man allen Elementen einer Zeile oder einer Colonne 
das umgekehrte Vorzeichen giebt? 

14. Wie ändert sich der Werth einer Determinante, wenn 
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man in zwei Zeilen oder in zwei Colonnen allen Elementen 
das umgekehrte Vorzeichen giebt? 

15. Die fünf ersten Glieder der Determinante 
2^ +a^^a^a^^a^a^ anzugeben, wenn die unteren Indices 
nach § 1 permutirt werden sollen. 

16. Ebenso, wenn statt der unteren die oberen Indices 
permutirt werden. 

17. Man gebe drei beliebige Glieder einer Determinante 
sechsten Grades (mit ihren Vorzeichen) an. 

18. Wieviel Glieder hat eine Determinante fünften Gra- 
des, und wieviele derselben sind positiv? 

19. Wieviel negative Glieder hat eine Determinante 
sechsten Grades? 

20. Wieviel Glieder einer Determinante 4ten Grades giebt 
es, die dasselbe Element a^ enthalten? 

21. Die drei ersten Glieder einer Determinante 7ten Gra- 
des durch Permutation der oberen Indices nach § 1 zu bil- 
den und dieselben nach den oberen Indices geordnet an- 
zugeben. 

22. Durch wieviel Permutationen der unteren Indices 
nach § 1 gelangt man von a^^a^a^a^^a^ auf a^a^a^^a^^a^", 
und durch wieviel Permutationen der oberen Indices des 
ersteren Products erhält man ein dem zweiten gleiches? 

23. Die Werthe der Determinanten 



3 14 
2 5 7 

4 9 8 



und 



3 2 4 
1 5 9 

4 7 8 



zu berechnen imd mit einander zu vergleichen, 
das Resultat der Vergleichung hierbei bedingt? 

1 ah 

zu berechnen. 



Wodurch ist 



24. 



— a 

— b 



1 c 
c 1 



g 6. Vertauschnng paralleler Beihen. 

a. Wenn man in dem System der Elemente einer Deter- 
minante zwei paraUele Beihen (also eine Zeile mit einer an- 
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deren Zeile oder eine Colonne mit einer anderen Colonne) ver- 
tauscht, so ändmi die Determhiante ihr Vormchefi und behält 
denselben absoluten Werth. 

Denn die vorgenommene Vertauschung bewirkt dieselbe 
Aenderung, wie die Vertauschung zweier unteren oder zweier 
oberen Indices in jedem einzelnen Glied der ursprüng- 
lichen Determinante, und durch letztere wird die Anzahl 
der Inversionen nach § 1 b um eine ungerade Anzahl ver- 
ändert, also nach § 5 das Vorzeichen jedes einzelnen Glie- 
des umgekehrt. Es werden also, mit anderen Worten, je zwei 
correspondirende Glieder der ursprünglichen Entwickelung, 
welche sich durch die Vertauschung der beiden betreffenden 
Indices gegenseitig unterscheiden, mit umgekehrten Vorzeichen 
verwechselt. So geht z. B. aus 

a^^a^^a^ 



a^ a^ a^ 



== a^^a^a^ — a^^a^a^ -f- a.^^a,^a^^ — a^^a^a^^ 



0^3 «3 «3* 

durch Vertauschung der dritten Zeile mit der ersten folgende 
Entwickelung hervor: 



«3 »3 «3 
0^2 % ^2 

a^^a^a{^ 



a^^a^a{^ — a^^a^a^^ -f- a^^a^a^^ — a^a^a^ 



in welcher die Glieder a^a^a^ und a^a<^a^ wechselseitig 
Stellung und Vorzeichen vertauscht haben, und ebenso je zwei 
der folgenden. 

Dieselbe Folgerung ergiebt sich auch aus folgender Be- 
trachtung: Wie aus dem Anfangsglied, so lassen sich auch 
aus jedem anderen Glied der Entwickelung einer Determi- 
nante alle übrigen ableiten, denn jede einzelne der Permuta- 
tionen der oberen oder unteren Indices kann als die ursprüng- 
liche zur Ableitung aller übrigen benutzt werden. Man muss 
jedoch dem an Stelle des Anfangsgliedes tretenden Gliede das- 
jenige Vorzeichen geben, welches ihm nach der Anzahl seiner 
Inversionen in der ursprünglichen Entwickelung zukommt, 
worauf die Vorzeichen der übrigen Glieder nach ihm bestimmt 
werden können. Nun ändert die Vertauschung zweier par- 
allelen Reihen in dem System der Elemente das Anfangsglied 
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durch Vertauschung zweier Indices, d. h. sie setzt ein mit dem 
Vorzeichen — versehenes anderes Glied der ursprünglichen 
Entwickelung als Anfangsglied, aus dem dann die übrigen der 
Regel nach abgeleitet werden können. Hieraus folgt, dass die 
neue Determinante sich von der alten dem Werthe nach nur 
durch das Vorzeichen unterscheidet. 

Es ist also 

U + a^a^a^ . . . «= 27 + a^^a^a^^ • • • = 27 + a^a^a^^ u. s. w. 

b. Nimmt man in dem gegebenen System der Elemente 
zwei Vertauschungen je zweier parallelen Reihen nach einan- 
der vor, so behält die Determinante denselben Werth. Allge- 
mein erhält man durch eine gerade Anzahl solcher Vertau- 
schungen denselben, durch eine ungerade den entgegengesetzten 
Werth. 

Setzt man eine Reihe in dem System der Elemente von 
ihrer Stelle weg, indem man sie dafür zwischen irgend zwei 
ihr parallele Reihen einschiebt, ohne im Uebrigen die Ordnung 
der anderen Reihen oder der Elemente zu ändern, so behält 
die Determinante denselben absoluten Werth; sie behält das- 
selbe Vorzeichen oder wechselt es, je nachdem die Anzahl der 
zwischen der alten und der neuen Stelle der veränderten Reihe 
liegenden Reihen eine gerade oder eine ungerade ist. Denn 
man kann die vorgenommene Aenderung auch dadurch ent- 
standen denken, dass man die betreffende Reihe zuerst mit 
einer ihr angrenzenden, darauf wieder mit der folgenden, und 
so nach und nach mit jeder der zwischenliegenden vertauschte. 
Die Anzahl der Vertauschungen ist also gleich der Anzahl der 
zwischenliegenden Reihen. 

Macht man die ^te (Horizontal- oder Vertical-) Reihe zur 
ersten, ohne im Uebrigen die Aufeinanderfolge der Reihen zu 
ändern, so behält die Determinante denselben Werth oder be- 
kommt den entgegengesetzten, je nachdem 2> nngerad oder 
gerad ist, denn die Anzahl der zwischenliegenden Reihen ist 
in diesem Fall gleich 'g — \, 

Man kann jedes beliebige Element a^ das Systems einer 
Determinante J? zum Anfangs-Element machen, indem man 
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nach dem Vorstehenden die ite Zeile als erste vor alle übrigen 
und darauf die xte Colonne als erste Colonne vor die anderen 
setzt; oder umgekehrt, und die übrigen Reihen jedesmal in 
unveränderter Folge zusammenschiebt. Ist i -f~ ^ gerad, so ist 
die neue Determinante R = B, ist i -}- x ungerad, so ist 
R = — B, Allgemein ist also 

E' = (— 1> + *. B. 

c. Macht man dagegen die pte Reihe dadurch zur ersten, 
dass man alle vorhergehenden parallelen Reihen wegnimmt 
und in ihrer Aufeinanderfolge hinter der letzten wieder anfügt 
(cyclische Vertauschung), so kann man sich dies dadurch er- 
reicht denken, dass man zunächst die erste Reihe durch suc- 
cessive Vertauschung mit der zweiten, dann der dritten u. s. w., 
also im Ganzen durch n — 1 Vertauschungen zur letzten macht, 
dieses Verfahren darauf mit der nun zur ersten geworde- 
nen zweiten Reihe wiederholt und so fortfilhrt, bis die pie 
Reihe die erste geworden, ist; Es sind dann im Ganzen 
(jp — 1) • (w — 1) Vertauschungen vorgenommen worden. 

Soll auf diese Weise das Element a^* zum Anfangselement 
gemacht werden, so hat man (i — 1) (w — 1) Vertauschungen 
der Zeilen und (x — 1) (w — 1) Vertauschungen der Colonnen 
vorgenommen zu denken, und es erhält also die neue Deter- 
minante das Vorzeichen + oder — , je nachdem 

(i — 1 + X — 1) . (w — 1), oder einfacher (n — 1) (i -[- x) 
gerad oder ungerad ist. Man hat also in diesem Fall 

ir = (— iy»-i)^» + '^). B. 

d. Sind in dem System der Elemente einer Determinante 
zwei parallele Beihen einander gleich, so hat die Determinante 
den Werth Null. 

Denn durch Vertauschung der beiden gleichen Reihen soll 
die Determinante ihr Vorzeichen ändern; gleichzeitig aber muss 
sie, da die beiden Reihen sich nicht von einander unterschei- 
den, denselben Werth behalten. Die Forderung — ü == + iZ 
aber führt auf B ==0. 

Aufgaben zu § 6. 
1. Man entwickele die Determinante 27 + ö^^Og^^^; sowie 
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die durch Vertauschung der ersten und zweiten Colonne aus 
ihr entstehende Determinante 27 + ai^a2^^3^ ^^^ vergleiche 
beide Entwickelungen mit einander. 

2. Wie ändert sich der Werth der Determinante 



3 5 7 9 

16 8 2 

3 4 5 1 

7 3 16 



wenn man dieselbe 
verändert in 



3 5 7 9 

7 3 16 

3 4 5 1 

16 8 2 



3. Welches Elementen-System erhält man aus dem in der 
vorigen Aufgabe zuerst angegebenen, wenn man zuerst die 
dritte Colonne mit der zweiten und dann die dritte Zeile mit 
der ersten vertauscht, und welchen Einfluss hat dies auf den 
Werth der Determinante?. 

4. Welches Elementen-System erhält man aus dem in der 
2. Aufgabe zuerst angegebenen, wenn man die dritte Zeile mit 
der ersten vertauscht, welches^, wenn man die dritte Zeile zur 
ersten macht und die übrigen in unter sich unveränderter 
Reihenfolge auf dieselbe folgen lässt, endlich welches, wenn 
man die dritte dadurch zur ersten macht, dass man die beiden 
ersten wegnimmt und nach der letzten wieder anfugt? 

5. Welche Elementen-Systeme erhält man aus demjenigen 
der Determinante U + cb^cbiO'ich^O'^y wenn man zuerst die 
4te Colonne mit der dritten, darauf in dem neuen System die 
dritte mit der zweiten und endlich wieder die zweite mit der 
ersten Colonne vertauscht? 

6. Durch wieviel Vertauschungen je zweier benachbarter 
Reihen kann die ite Reihe zur ersten gemacht werden, ohne 
dass die Aufeinanderfolge der übrigen sich ändert? 

7. Wieviel Vertauschungen je zweier benachbarter Zeilen 
oder Colonnen sind zu machen, damit das Element a^ das 
erste des ganzen Systems werde? Ebenso für dp'i^ 

8. Der Werth einer Determinante sei gleich A gegeben. 
Man berechne die Werthe derjenigen Determinanten, welche 
aus der vorigen dadurch entstehen, dass das Element a^ zum 
ersten gemacht wird, und zwar a) dadurch, dass man zuerst 
die 5te und die erste Zeile und darauf die 4te und die erste 



26 



Coloime mit einander vertauscht, b) dadurch, dass man die 
5te Zeile als erste vor die übrigen und dann die 4te Colonne 
als erste vor die anderen setzt, und jedesmal die übrigen Reihen 
in unveränderter Reihenfolge zusammenschiebt, c) dadurch, dass 
man die 4 ersten Zeilen wegnimmt und in ihrer Aufeinander- 
folge hinter den anderen anfügt, und darauf ebenso mit den 3 
ersten Colonnen verfährt. Die Determinante sei in diesem Fall 
vom 6ten Grade. 

9. Man beweise, dass 



Cvt ... Cv« 

Iv«) * • . Cvo 



G/fi . • • Cvfi 



= (_i)»-i 



2 • • • («t CLi 



a, 



2 
'2 • • • 



€l>2 (^2 



2 ^ n/» 1 



ist. 



vt/fi ... G/fi Cb 

10. Man beweise die Richtigkeit der Gleichung 



tv-i ... G/J 



(a/)h ■ . . • W'jj 



n{n — 1) 



= (- 1) . 



2 



n n n— 1 



a{*a^ 



. . a. 



Cvfl Cvfi . . Cvff 



11. Auf welche Weise, und durch wieviel Vertauschungen 
paralleler Reihen kann man bei n^ Elementen bewirken, dass 
das Element a»* das letzte des ganzen Systems werde? 

12. Man berechne die Werthe der Determinanten: 



«) 



3 5 7 




4 9 3 


ß) 


3 5 7 





5 2 6 4 




3 13 7 


r) 


8 2 8 4 


7 6 7 3 





a b c c 

e f d d 

a b c c 

g h i i 



% 7. Entwiokelimg einer Determinante nach den Elementen 

einer Beihe. 

a. Bestimmung des Coeffidenten, welchen irgend ein bestimm- 
tes Element in der Determinante erhält, wenn alle Glieder, welche 
dieses Element enthalten, zmammengefasst werden. 

Stellt man zunächst alle diejenigen Glieder einer Determi- 
nante H zusammen, welche das Anfangselement a^ enthalten, 
so folgt aus der Definition der Determinante, dass keins dieser 
Glieder noch ein zweites Element aus der ersten Zeile oder 
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der ersten Colonne als Factor enthalten kann, dass aber andrer- 
seits «1^ i^ allen möglichen Zusammenstellungen mit Produc- 
ten vorkommen muss, welche aus jeder der übrigen Zeilen 
und der übrigen Colonnen je ein Element enthalten. Diese 
Producte bilden oflPenbar die mit dem Gliede a^a^ . . . a»** an- 
fangende Determinante der (n — 1)^ übrigen Elemente. 

Jedes andere Element a,* kann nach § 6 zum Anfangs- 
Element des Systems gemacht werden. Man erhält hiernach 
den Coefficienten von a,* in der ursprünglichen Determinante, 
wenn man nach Unterdrückung der iten Zeile und der 3<ten 
Colonne die übrigen Reihen in unveränderter Aufeinanderfolge 
zusammenschiebt, die Determinante des so entstandenen Systems 
entwickelt und dieselbe mit ( — !)•'+* multiplicirt. 

Der so bestimmte Coefficient heisst eine Unterdeterminante 
der gegebenen und soll kurz durch Ai^ bezeichnet werden. 

b. Man kann die ünterdeterminante Ai* nach § 6 auch 
durch cyclische Vertauschung .bilden, also indem man nach 
Streichung der beiden Reihen, welche das Element a,- enthal- 
ten, die vorhergehenden Zeilen in ihrer Aufeinanderfolge hinter 
den nachfolgenden anrücken lässt, ebenso mit den Colonnen 
verfahrt, und der Determinante des so bestimmten Systems 
das Vorzeichen + oder — giebt, je nachdem (w — 1) (i -f- x) 
gerad oder ungerad ist. 

Ist n ungerad, so erhalten in diesem Fall alle ünterdeiter- 
minanten das Vorzeichen -f-, ist w gerad, so ist das Vorzeichen 
+ oder — j je nachdem i -}- x gerad oder ungerad ist. 

c. Jede Determinante nten Grades kann als Summe von n 
JProducten der Elemente irgend einer Zeile oder Colonne mit je 
einer Unterdeterminante dargestellt werden, oder es ist 

JB = ai^^i * + a, ^2* H h «i*"^»* H «;»* A*, und 

Der Beweis ergiebt sich daraus, dass keine ünterdeterminante 
der Elemente ein weiteres Element dieser selbigen Reihe ent- 
halten kann. Ordnet man also die Determinante nach den 
einzelnen Elementen einer bestimmten Reihe, so kann kein 
Glied zwei verschiedenen Gruppen zugleich angehören, und 
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durch jedesmaKge Absonderung des gemeinschaftlichen Ele- 
ments erhält die Determinante eine der vorstehenden Formen. 
Da hierbei der eine Index von J.»* immer derselbe bleibt, 
der andere nach einander die Werthe 1, 2, . . . n annimmt, so 
wird i 4" ^ abwechselnd gerade und ungerade Werthe erhalten. 
Bei der Bildung der Unterdeterminanten durch cyclische Ver- 
tauschung werden daher für gerades n die Vorzeichen der ein- 
zelnen Glieder der obigen Entwickelung abwechseln, während 
sie für ungerades n, wie schon bemerkt, immer + sind. Bei 
der anderen Bildungsweise der ünterdeterminanten wechseln 
die Vorzeichen in allen Fällen ab. 

Es ist also beispielsweise: 
«1 \ q 



^2 ^2 ^2 
^3 ^3 ^3 



a. 



üt 



h ^2 

h ^3 



— a 



2 



h ^2 
h ^3 



+ «: 



2 



h ^3 



h ^3 



+ »2 



+ 0^3 

fei q 
fe2 ^2 



fe2 ^2 



a^ \ Ci d^ 

Cvq ^2 2 2 

^3 ^3 ^3 ^3 

«4 64 C4 ^4 





&2 C2 d^ 




6^ c^ d^ 




&1 c^ d^ 


— a^ 


O3 Cg «3 


— «2 


63 Cg ^3 


+ «3 


02 C2 (I2 




\ c^ d^ 




64 C4 ^4 




h C4. ^i 



a. 



\ 


Ol 


d. 


h 


Ci 


dg 


h 


Cz 


äz 



= a. 



62 C2 rfg 




63 C3 0^3 




&4 C4 e?4 




fej Ci rfi 


63 C3 rfg 


«2 


64 C4 ^4 


+ % 


fei Ci t?i 


«4 


feg C2 ^2 


64 C4 (^4 




fei q C?! 




fe2 ^2 (^2 




^3 ^3 ^3 



^2 ^2 ^2 




Cg «2 0^2 




^2 <^2 ^2 




«2 fe2 (k 


feg C3 J3 


-61 


^3 ^3 ^3 


+ e^i 


^3 «3 fe3 


-dl 


^3 ^3 ^3 


64 C4 ^4 




^4 ^4 ^4 




^4 0^4 &4 




»4 ^4 ^4 



= a, 



u. s. w. 

d. Sind alle Elemente einer Beihe mit Ausnahme eines ein- 
zigen gleich Null, so redudrt sich die Determinante auf das 
Product dieses einen Elermnts mit der zugehörigen Unterdeter- 
minante. 
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Zum Beweise ordne man die Determinante nach den Ele- 
menten jener Reihe. 



Beispiel: 



a h c 
10 
d e f 



+ 1- 



a e 

df 



Sind alle Elemente^ welche auf der einen Seite der Diagonal- 
reihe stehen, gleich Null, so reducirt sich die Determinante auf 
das Anfangsglied, 

Umgekehrt lässt sich jede Determinante als eine solche 
des nächst höheren Grades darstellen. Man hat zu diesem 
Zweck nur nöthig, die fehlende Zeile und Colonne so auszu- 
füllen^ dass die gegebene Determinante als eine mit dem Ele- 
ment 1 multiplicirte ünterdeterminante erscheint, und die 
anderen Unterdeterminanten des neuen Systems in Folge ihrer 
Multiplication mit je einem Element verschwinden. 

Da man hierauf die neue Determinante wieder in gleicher 
Weise behandeln, und so beliebig fortfahren kann, so folgt, 
dass jede Determinante als eine solche von belidng höheretn Grade 
dargestellt werden Jcann. 

Beispiel: 



«1 &! Cj 




^2 ^2 ^2 




«3 O3 C3 





1 a ß y 




»1 \ c^ 
«2 h ^2 




a^ &3 C3 





10 




& 1 a ß y 




£ «1 \ c^ 


, u. s. w. 


g «2 ^2 ^2 




7^ «3 63 C3 





Insbesondere kann man daher auch jede Unterdetermi- 
nante eines Systems von n^ Elementen als eine Determinante 
wten Grades darstellen, und zwar kann man -4,- definiren und 
berechnen als diejenige Determinante, welche aus der gege- 
benen entsteht, wenn man für a«* den Werth 1 und für alle 
übrigen Elemente entweder der iten Zeile oder der 3<ten Colonne 
den Werth Null setzt. 

Zu jeder Unterdeterminante eines Systems kann man wie- 
der Unterdeterminanten bis zu solchen zweiten Grades auf- 
stellen und auf dieselben das Vorstehende anwenden. 



i 



4 

5 y 
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Aufgaben zu § 7. 

1. Die ünterdeterminante zu dem Element a) a^y ß) a 
y) a{^ in einem System von 25 Elementen anzugeben. 

2. Welches Vorzeichen erhält die Unterdeterminante ^n^* 
eines Systemes yon 14 . 14 Elementen bei cyclischer An- 
ordnung? Welches Vorzeichen erhält bei nicht cyclischer An- 
ordnung 4/? 

3. Die Determinante von 9 Elementen nach ünterdeter- 
minanten zu entwickeln zu den Elementen a) der zweiten Zeile, 
ß) der dritten Zeile, y) der zweiten Colonne. 

4. Wieviel ünterdeterminanten giebt es überhaupt zu einer 
Determinante dritten Grades, und wie heissen sie? 

5. Eine Determinante 4ten Grades nach den Unterdeter- 
minanten der 3ten Colonne zu entwickeln, und zwar a) cyclisch, 
/3) nicht cyclisch. 

6. Den Coefficienten von a^^a^ in der Entwickelung einer 
Determinante fünften Grades anzugeben. 

7. Den Coefficienten von a^a^ in der Entwickelung einer 
Determinante fünften Grades anzugeben. 

8. Ebenso den Coefficienten von a^^a^a^. 

9. Die Werthe folgender Determinanten zu berechnen: 



10 


ß) 


3 6 


y) 


2 


2 3 4 




4 11 




14 3 


5 6 7 




5 4 




5 7 



10. Ebenso von 



a) 



12 5 3 


ß) 


12 1 




3 4 8 




4 6 3 





10 


r) 


4 10 




5 2 6 3 




7 4 8 1 





2 3 4 5 




10 




4 5 3 


• 


6 9 





11. Ebenso von 



a) 



13 5 7 


ß) 


2 6 8 




3 5 




4 





4 9 6 2 3 


V) 


7 8 15 


19 9 




12 




2 





10 




2 4 




3 5 4 


• 


16 11 
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12. Die Determinante 2 + a^b2 in Form einer solchen 
a) dritten, ß) vierten, y) fünften Grades darzustellen.- 

13. Mit Hülfe der Entwickelung nach Unterdeterminanten 
zu beweisen: 






a 


l 


a 





c 


h 


c 






== 2ahc, 



14. Ebenso 



a h c 

6 Ci Oj 
c 6^ % 



= (aa^ + h\ — cq)^ — ^aaj)\. 



15. Ebenso 




16. 



X 

a 
b 



111 

1 c b 

1 c a 

1 b a 

a b 

X c 

— C X 



= (a + ^ — ^7 ■" '^^^• 



x^ + (fl^ + 6^ + c^) o; zu beweisen. 



17, 



a 


b 


c 


b 


d 


e 


o 


e 


f 



zu entwickeln. 



18. 



19. 





X 

y 

X 

a 
b 

c 



X 


c 
b 

a 

X 

d 

e 



y z 

c b 

a 

a 



= {ax + 62/ + ^^)^ zu beweisen. 



b 
d 

x 

f 



c 
e 

f 

X 



nach Potenzen von x zu ent- 
wickeln. 



g 8. Multiplication der Elemente einer Beihe. 
a. Multiplicirt man alle Elemente einer Zeile oder einer 
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Colomie mit einem und demselben Factor, so wird dadurch auch 
die Determinante mit diesem Factor miiltiplicirt 

Der Beweis ergiebt sich leicht, wenn man die gegebene 
Determinante nach den Elementen der multiplicirten Reihe und 
deren ünterdeterminanten entwickelt. 

Da die Division als Multiplication mit dem reciproken 
Werthe des Divisors betrachtet werden kann, so liegt in dem 
vorstehenden Satze zugleich der, dass bei Division aller Ele- 
mente einer Reihe durch dieselbe Zahl auch die Determinante 
durch letztere dividirt wird. 

Haben alle Elemente einer Reihe einen gemeinschaft- 
lichen Factor, so kann man denselben absondern und als Factor 
vor die Determinante setzen. 

Multiplicirt man alle Elemente einer Reihe mit — 1, 
kehrt also die Vorzeichen derselben um, so erhält die Deter- 
minante das umgekehrte Vorzeichen. Kehrt man nach einan- 
der in jp Reihen alle Vorzeichen um, so bleibt die Determi- 
nante ungeändert, wenn p gerad ist, sie wechselt ihre Vor- 
zeichen, wenn p ungerad ist. 

Ist ein Element eine gebrochene Zahl, so kann man den 
Nenner dadurch wegschaflPen, dass man alle Elemente entweder 
der Zeile oder der Colonne, in welcher das erstere steht, mit 
diesem Nenner multiplicirt und dann die ganze Determinante 
durch denselben dividirt. 

Daher lassen sich auch alle Nenner derselben Reihe mit- 
telst des sogen. Hauptnenners (kleinsten gemeinschaftlichen 
Vielfachen) und überhaupt alle in dem System der Elemente 
vorkommenden Nenner wegschaflPen. 



Beispiel : 



, 15 , 20 




3 , 4i, 2 


— 5. 


3i, 9 , 5i 





2,3,4 
3 , 4i, 2 
H, 9 , 03 



5 



2 ,3, 4 
6 ,9, 4 
3i, 9, 5i 



5.3 



2 , 1, 4 
6 ,3, 4 
3i, 3, 5i 



5.3 
2.12 



2, 1, 4 




6, 3, 4 




39, 36, 64 
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5.3.4 
2.12 



2, 1, 1 

6, 3, 1 

39, 36, 16 



6. Wird jedes Element einer Beihe mit derjenigen Unter- 
determinante mtdtiplidrt, welche zu dem entsprechenden Element 
einer derselben parallelen Reihe gehört, so ist die Summe dieset^ 
Producte gleich Null, 

d. h. ist R = ajMi'' + o^M,^ H 1- a„M„% 

so ist = «i^^i* + «2*^2^ + h »n^-4«''. 

Denn die rechte Seite der letzteren Gleichung entsteht aus der 
vorhergehenden Determinante R, wenn man in dem System 
der Elemente derselben an die Stelle der Reihe a^* , «2* • • • ^«'^ 
die ihr parallele Reihe a^*, «2^, . . . a»^ setzt. Da aber hier- 
durch die beiden Reihen einander gleich werden, so hat die 
neue Determinante' nach § 6c den Werth Null. 

Entsprechend ergiebt sich aus 

R = tti^Ai^ H h a.« J..« 

die Gleichung 

c. Der Werth einer Determinante ändert sich nicht, wenn 
man in dem System der Elemente jedes Element einer Reihe um 
das Produkt des entsprechenden Elements einer parallelen Reihe 
mit einem und demselben beliebigen Factor vermehrt oder ver- 
mindert. 

Denn setzt man in JB = a^^^^* + ^2*^2* + * ' * + ^n^^n^ 
für a^*, «2*^ ^- s. w. bezüglich a^ + QC^i^j ^% + 9^2^? ^- s. w. 
ein, so geht der Ausdruck über in 

R^ = a^^A^ + ag^g* ^ h «»'' A* 

+ qa^A^^ + i^a^A^ -j (- qa^ An"" 

= R + Q KMi'' + a^'A,^ + • • • + an' An''). 
Nach dem vorigen Lehrsatz hat der Inhalt der Klammer den 
Werth Null, also ist R^^R. 

d. Man kann den vorstehenden Satz vortheilhaft bei der 
Berechnung der Werthe von Determinanten benutzen, um durch 
ihm entsprechende Veränderungen des Systems der Elemente 
diese Berechnung zu vereinfachen. Man kann insbesondere 

Beidt) Determ. 3 
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bewirken, dass alle Elemente einer Zeile oder einer Co- 
lonne mit Ausnahme eines einzigen gleich Null werden, 
und dass somit die Berechnung auf diejenige nur einer ünter- 
determinante, also einer Determinante des nächst niedrigeren 
Grades zurückgeführt wird. Dies ist in jedem Fall dadurch 
möglich, dass man, um n — 1 Elemente einer Zeile gleich Null 
zu machen, die Colonnen, und umgekehrt bei den Elementen 
einer Colonne die Zeilen, welche jene Elemente enthalten, nach 
dem obigen Satz verändert. Man hat nur jedesmal eine paral- 
lele Reihe mit demjenigen Factor zu multipliciren, durch wel- 
chen das entsprechende Element derselben dem gleich Null 
zu machenden gleich wird, und dann zu subtrahiren. Um z. B. 
in der Determinante 

6 2 6 4 

5 3 2 9 

3 4 3 7 

8 5 18 

alle Elemente der zweiten Zeile mit Ausnahme des dritten, der 
2, gleich Null zu machen, kann man etwa die Elemente der 
dritten Colonne mit |^, |^, f multipliciren und dann jedesmal 
die Producte von den entsprechenden Elementen bezüglich der 
ersten, zweiten und vierten Colonne subtrahiren. Um die Nen- 
ner zu vermeiden, kann man auch vorher jede dieser letzteren 
Colonnen mit 2 multipliciren, dafür den Factor ^ vor die De- 
terminante setzen, dann bezüglich mit 5, 3 und 9 multipliciren, 
u. s. w. Man erhält 



I 



18, 


- 14, 6, 


46 


0, 


0,2, 





9, 


- 1,3, 


13 


11, 


7, 1, 


7 



-i-2 



18, 


-14, 


46 


9, 


- 1, 


13 


11, 


7, 


7 



und kann in diesem Beispiel zunächst noch durch Umkehrung 
der Vorzeichen in jeder der beiden ersten Zeilen, sowie durch 
Absondern des Factors 2 in der ersten Zeile die Aufgabe ver- 
einfachen. 

Man hätte zur Reduction der oben gegebenen Determi- 
nante auf eine solche des nächst niedrigeren Grades noch auf 
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sehr verschiedene Weisen, und zum Theil zweckmässiger ver- 
fahren können. Behält man z. B. das Element 1 in der letz- 
ten Zeile bei, so kann man, nachdem man aus der ersten Zeile 
den Factor 2 abgesondert hat, die letzte Colonne Element für 
Element unverändert von der ersten und die Producte der Ele- 
mente der dritten Colonne mit 5, bez. mit 8 von den corre- 
spondirenden Elementen der zweiten, bez. der vierten Colonne 
subtrahiren. 

Durch Wiederholung des beschriebenen Verfahrens kann 
man stets bis zu einer Determinante zweiten Grades herab- 
steigen. 

Im vorliegenden Beispiel könnte man etwa mit der oben 
abgeleiteten Determinante dritten Grades, wie folgt, weiter ver- 
fahren: 



i 



9, 7, 23 

9, 1, 13 

11, 7, 7 






= -i 



—54, —68 

2, —16 



-54,0, 


-68 


9, 1, 


13 


2,0, 


16 


hi 


54, 


68 


2, 


16 



= + 4^-2-2- 
= + 4 (— 27 . 4 



27, 
1, 
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8 



== + 4 



17. 1) = 



27, 
1, 
4 . 125 = 



17 
4 



500. 



Es sind hierbei in der abgeleiteten Determinante dritten 
Grades die Producte der Elemente der zweiten Zeile mit 7 von 
den entsprechenden Elementen der ersten Zeile und diese letz- 
teren selbst von denen der letzten Zeile subtrahirt worden, u. s. w. 



Aufgaben zu § 8. 
In folgenden Systemen die gemeinschaftlichen Factoren 



abzusondern: 

1. 2. 4. 6 2. 3, 9, 27 3. 12, 9, 15 

24, 18, 20 
36, 27, 25 

Aus folgenden Systemen die Nenner wegzuschaffen: 

3* 



2, 4, 6 




2. 


8, 12, 14 


• 




16, 24, 36 







3, 9, 27 


3. 


4, 8, 16 


* 
7 


5, 25, 50 
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4. +. +. 4- 5. U, U, 24 6. 5 , 6 , 7-^ 

4 , 2|, 8 
3i, 1 , 2 

Die Werthe der folgenden acht Determinanten sollen 
mit Anwendung der Hilfsmittel des § 8 berechnet werden: 



7. 



i, i. i 


5. 


2,3,4 


• 
1 


n, 2i, H 





H> n, 2f 


6. 


3|, 4^, lA 


• 

7 


li, 3i, 43V 





14, 7, 21 


. 


8. 


5, 10, 20 


• 

7 




4, 8,24 







3, 3, 3 


9. 


5, 6, 3 


6, 8, 14 


• 

> 


6, 9, 5 


4, 5, 11 




3, 5, 3 



10. 



3, 6, 9 

8, 4, 12 

2, 8, 27 

20, 16, 36 



13. 



1, 3 

2, 4 

3, ' 

4, 9 

5,' 12 



12 


11. 


8 




16 


5 


24 





Öf Öj Öy Ö 


12. 


4, 5, 6, 7 


• 


5, 6, 7, 8 


7 


6, 7, 8, 9 





5, 7, 9 

6, 8, .10 
11, 15, 19 
14, 19, 24 
19, 26, 33 



14. 



1, 2, 3, 4 

5, 6, 7, 8 

9, 10, 11, 12 

13, 14, 15, 16 

2, 5, 7, 9, 11 
1, 3, 5, 12, 17 

3, 4, 8, 16, 22 

4, 9, 11, 25, 19 

5, 7, 15, 21, 30 



15. Zu beweisen: Stehen je zwei entsprechende Elemente 
zweier parallelen Reihen einer Determinante in demselben 
Verbältniss zu einander, so hat die Determinante den Werth 
Null. 

16. Zu beweisen: Die Determinante 

ist durch a -\- h -\- c -{- d, a — b — c -^ d, 
a — b -\- c — d, a -^ b — c — d theilbar, also auch 
durch das Product dieser Factoren. Der Quotient ist 1. 

17. Zu beweisen: Bilden die Elemente dreier paralleler 
Reihen in ihrer Aufeinanderfolge die Glieder einer arithme- 
tischen Reihe (erster Ordnung), so hat die Determinante den 
Werth Null. 



a 


b 


c 


d 


b 


a 


d 


c 


c 


d 


a 


b 


d 


c 


b 


a 



§. 9. Summen und Produote von Determinanten» 

a. Sind alle Elemente einet* Beihe Aggregate von je m Glie- 
dern, so ist die Determifiante gleich dem entsprechenden Aggregat 
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öfer m einzelnen Determinanten y welche aus der ersten dadurch 
entstehen, dass man an die Stelle jener Elemente nach einander 
die einzelnen Glieder derselben setzt. 

Denn ist 

«/ = Pi + 3^1 + *"i H , «2^ =P2 + 5^2 + ^2 H y u. s. w., 

und stellt man die gegebene Determinante in der Form 

iJ = a^^ . J[i^ + o^^ . ^^ + . . . + an' . An' 

dar, so erhält man durch Einsetzen der vorstehenden Werthe 
und Ausführung der Multiplicationen 

+ g[i . A^ + «2 • ^2^ + • 

+ ^1 • A^ + ^2 • -^2^ + • 

+ 

Beispiel: 



+ Pn . An' 

"T" 2« • An - 



a + 0^ a^ «gl 


a 02 a^ 




& + 6i &2 ^3 — 


b 62 h 


+ 


^ "i ^1 ^ ^ 


C Ca Co 





1 2 ^ 

\ h h 

Ci C2 C3 

Sind die Elemente einer Reihe sämmtlich Aggregate von 
je m Gliedern und die Elemente einer parallelen Reihe sämmt- 
lich Aggregate von je n Gliedern, so lässt sich die Determi- 
nante entsprechend als ein Aggregat von m . p einfacheren 
Determinanten darstellen. 

Sind die Elemente beliebig vieler oder aller paralleler 
Reihen Aggregate von bezüglich m, p, q, - * - Gliedern, so 
lässt sich die Determinante entsprechend als ein Aggregat von 
m ,p .q , . , einfacheren Determinanten darstellen. 

Die vorstehenden Sätze bleiben auch dann richtig, wenn 
ein oder mehrere Glieder der Aggregate gleich Null sind. Be- 
stehen also die Elemente einer Reihe aus Aggregaten von ver- 
schiedener Gliederzahl, so kann man die fehlenden Glieder 
durch Nullen ergänzen. 

Stimmen umgekehrt mehrere Determinanten von gleichem 
Grade in sämmtlichen correspondirenden Elementen mit Aus- 
nahme derer ei^ier Reihe (welche in allen Determinanten die- 
selbe Stelle einnimmt) überein, so kann man ihre Summe als 
eine einzige Determinante darstellen, welche aus jeder einzel- 
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nen hervorgeht, indem man an Stelle der nicht übereinstim- 
menden Reihe die entsprechend aus den Summen der unglei- 
chen correspondirenden Elemente gebildete Reihe setzt. 

b. Bas Prodiwt zweier Determinanten nten Grades lässt 
sich als eine eimige Determinante desselben Grades darstellen. 
Die Elemente der neiiefi Determinante sind die Summeen der 
Froducte der Elemente je einer Beihe der einen gegebenen mit 
den entsprechenden Elementen je einer Beihe der anderen ge- 
gebenen Determinante. 

Ist J. = 27 + %^ö^2^ . . . ö^»'* , B = E+ fc/V • • • ^»**j so ist 
A.B = G=^E±e^H^K..CrJ' für 
cf = a^b^^ + a^%^ H h an'bn . 

Beweis: Es sei beispielsweise: 





a^^a^a^ 




Kh'h' 


A — 


0^2 ^2 ^2 


, B- 


&/W 




«3 «3 «3 




63' W 



c = 






«1^ V + »2^V + %'&a 
<h' + «2' V + «a'fca 

«l^&l^ + öt/fcg^ + %^*3 



SO lässt sich Gy da jedes Element derselben eine Summe von 
drei Gliedern ist, nach a. in eine Summe von 3 . 3 . 3 = 27 
einfacheren Determinanten zerlegen. Die erste derselben 

<K <h^ <h^ 
<K <hW (^iW 
<h^ <K «i'&i' 

enthält in jeder Colonne einen gemeinsamen Factor, der vor 
die Determinante gesetzt werden kann, und verwandelt sich 
dadurch in 



b,%%\ 



1 



1 



tti a. a 



'1 "'1 



2 



«1 a^ a^ 
af a^ % 



2 



3 



und da hier die Verticalreihen übereinstimmen, so ist der 
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Werth des Ausdrucks gleich Null. Dasselbe muss oflFenbar 
der Fall sein bei jeder anderen Combination aus C, welche 
mindestens zwei gleichstellige Colonnen enthält. In Folge 
dessen bleiben von jenen 27 einfacheren Determinanten nur 
sechs übrig. Eine von diesen ist z. B. 



»1^6/ «2^V »8^V 




ai^Og^Äg^ 




«l^^l^ »B^V «3^V 


- h,%'b,\ 


a^^a^^a^^ 


— h,%^\\ Ä, 


a,%' a,%' «3«^ 




a^^a^a^ 





In gleicher Weise ist jede der anderen sechs Determi- 
nanten gleich dem Product eines anderen der sechs Glieder 
der Determinante B mit der Determinante A, und hier- 
aus folgt 

In ganz derselben Weise, wie hier der Beweis für den be- 
sonderen Fall der Multiplication zweier Determinanten dritten 
Grades geführt worden ist, lässt sich derselbe für Determi- 
nanten jedes beliebigen Grades fuhren, da sich hierbei nur 
die Anzahl der Glieder ändert. 

Das Product zweier Determinanten A, B kann auf vier 
im Allgemeinen verschiedene Arten gebildet werden; entweder 
bildet man die Elemente des Products durch Verbindung je 
einer Colonne von A und einer Colonne von B (wie oben), 
oder durch Verbindung je einer Zeile von A mit einer Zeile 
von By oder je einer Colonne von A mit einer Zeile von B 
oder endlich je einer Zeile von A mit einer Colonne von B, 

c. Durch wiederholte Anwendung des vorstehenden Satzes 
lässt sich derselbe auf Producte von beliebig vielen Determi- 
nanten nten Grades erweitern. 

Da femer jede Determinante nach § 7d als eine solche 
von beliebigem höheren Grade dargestellt werden kann, so 
lässt sich auch die Beschränkung, dass die einzelnen multi- 
plicirten Determinanten von demselben Grade sein müssen, 
beseitigen, und man erhält den allgemeinen Satz: 

Jedes JProduct beliebig vieler Determinanten von beliebigen 
Gradert lässt sich als eine einzige Determinante darstellen, deren 
Grad gleich dem höchsten unter den eimselnen multiplicirten De- 
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terminanten ist, und deren Elemente aus den Elementen der 
letzteren msammengesetzte Aggregate sind. 

Denn man hat zu diesem Zweck nur nöthig; alle ein- 
zelnen gegebenen Determinanten nach § 7 d als solche von 
dem höchsten der vorkommenden Grade darzustellen und dann 
den vorstehenden Satz b wiederholt auf dieselben anzuwenden. 



Aufgaben zu § 9. 

1. Folgende Determinanten in Summen von Determi- 
nanten zu zerlegen: 



a) 



ß)\a+l,c + d,e+f 
9 Ä i 
h l m 



a, & + C, d 

e, f+g,^ 

ijh-^ljm 

2. Ebenso: 
«) a-f"«! «2 «3 a^ ß) 

& + &i h *8 h 

^ I ^1 ^2 ^3 ^4 
rf+^l rfjj t?3 ^4 

3. Ebenso: 

cc) «0 + ^1 h + h Ci ß) 

»2 + «3 ^2 + *3 ^3 
0^4 + % *4 + h h 

4. Ebenso: 
a) «1 + «! ^+A Ci + ^'i 

0^2 + «2 \ + ß2 ^2 + ^2 
% + «3 ^3 + ft ^3 + ^3 

5. Zu entwickeln: 



>') 



3 4 5 

4 + 9,5+1,6 + 2 

5 4 3 



a 



n 



h f h p 

c + ^i ff + 9i l + k Q + ii 
d h m r 



Qq Öq Cq 

«1 + «!&!+ ßl C^ + yi 
«2 + «2 &2 + Ä C2 + y^ 



ß) 



«1 + «1 i!^l— A Ci + ^i 
«2 — «2 *2 + /^2 ^2 + ^2 
<^3 + «3 h + ßs ^3 — ^3 



«) 



«0 + ^1 ^1 ^1 

a^+ag 62 ^2 
^2 + ^3 ^3 ^3 

6. Ebenso: 



^) 



Ö^O + »l ^0 + ^1 ^1 

«i + ag 61 + &2 ^2 

Ö^2 + «3 ^2 + ^3 ^3 



y) 



«0+^1 ^0—^1 ^0+^1 



Öffl 



''2 ^3 



'2 ^3 



«) 



«1 ^1 ^1 + ^ 
G^ ©2 C2 

a« 60 c 



3 



«2 62 ^2^ + ^2^ + ^2 
^2 3 ^ *^ ~l ^2 *^ ~l ^3 
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7. Folgende Aggregate von Determinanten zn einer ein- 
zigen zusammenzufassen: 



^0 ^0 ^0 


* 


«1 &! Cj 


^) 


a-o «2 öf'3 




^1 «2 «3 


«2 h ^ 


• + 


% ^2 ^2 




*0 *2 ^3 




\ 62 63 


^3 ^3 ^ 




«3 fcg C3 




^0 ^2 ^3 




^1 ^2 ^3 



8. Ebenso: 



«) 
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t 


1 4 5 


ß) 


10 2 1 




9 1 


7 8 9 


+ 


2 8 9 




7 3 8 





7 3 8 


4 2 6 




3 2 6 




4 5 4 




4 5 4 



9. Ebenso: 



»0 «2 a^ 




«0 ^ ^5 




«0 ^3 ^4 




ao «3 ttg 


60 62 64 


4- 


i!^o ^2 ^5 


+ 


60 63 ^4 


+ 


&0 *3 ^5 


Cq C2 C4 




^0 ^2 ^6 




^0 ^ ^4 




^0 ^3 ^5 



«1 «2 «4 




(h ^2 ^h 


» 


«1 «3 a4 




»1 «3 ^5 


^1 62 ^4 


+ 


h h h 


+ 


h h h 


+ 


h h h 


C^ C2 ^4 




(^ C2 C5 




Cj C3 C4 




^1 ^3 ^5 



+ 



10. Zu berechnen: 



«) 



2 16 




12 3 


ß) 


a h c 




3 5 3 


• 


5 14 




ach 


• 


4 7 8 




2 1 1 




h c a 





6 — a c 
c a — b 
c — 6 a 



11. Ebenso: 



2 2 3 




5 5 4 


• 


3 1 6 





4, 1, 8 




1, -3,-2 


3,-5, 2 


• 


-4, 1, 1 


2, 6, -1 




2,-1, 1 



12. Ebenso: 



«) 



1,-2,-1, 1 
2,-1, 2, 1 
3, 2, —2, 4 
1, 1,-2,-1 



1, 0, 0, 




0, 4, 6, 8 




3, 0, 5, 7 


• 


6, 4, 0, 2 





2, 
3,- 

1, 

4, 

3,2, 
0,1, 
0,6, 
0, 1, 



3, 


1, 


2 


2, 


-1, 


3 


1, 


2, 


-3 


3, 


-2, 


1 



3,0 

4,5 

-1,2 

2,0 
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13. Ebenso: 



«) 



X y s 


> ß) 


X y 


2 
+ 


:r 8 


2 

+ 


y s 


^1 Vi ^1 




«1 Vi 


^1 ^1 


Vi h 


3^2 % h 












• 



14. Ebenso: 



«) 



ag ^2 ^2 ^2 

«3 63 Cg ^3 


• 


Fa ?2 


^) 


«x 6x ^1 
«2 62 ^2 
«3 *3 ^3 


• 


«x 6x 
«2 h 


• 


&2 ^2 
&8 O3 


«4 &4 C4 e?4 



















g 10. Zerlegung von Determinanten in Froduote. 

a. Wählt man aus dem System der w^ Elemente eine be- 
liebige Anzahl (m) von Zeilen, und aus diesen Zeilen eine 
gleiche Anzahl von Colonnen beliebig aus, so heisst die De- 
terminante des so erhaltenen Systems von (m^) Elementen eine 
Unterdeterminante (partiale Determinante) im weiteren Sinn. 

Unterdrückt man ausserdem in dem gegebenen System 
alle übrigen Elemente, welche mit einem von denen der 
ünterdeterminante in derselben Zeile oder in derselben Co- 
lonne stehen, so erhält man noch ein zweites partiales System, 
und zwar von (n — m)^ Elementen, welche mit denen des ersten 
keinen oberen und keinen unteren Index gemeinsam haben. 
Die beiden Unterdeterminanten der erwähnten Systeme von 
bezüglich m^ und (n — m)^ Elementen werden correspondi- 
rende genannt. 

b. Wählt man z. B. die m ersten Zeilen und die m ersten 
Colonnen des Systems 



«x^^x^ . . «x"* 


ax''*+^ 


. . ttj" 


Cto ^2 * * 2 


^2"^! 


..Og» 


m m "* 


• 


••«»" 


«J,+X ^m+l • • ^m+1 


^m+V 


••«4i 


• • • • • 


• 


• • • 


• « • « • 


• 


• • • 


ä^ al • • an"" 


a^-Hi 


n 



SO zerfällt dasselbe in die beiden von der Diagonale durch- 



li^. 



\ 



\ 



43 

schniitenen kleineren Quadrate von bezüglich w? und (w — mf 
Elementen und in zwei Rechtecke, welche im Vorigen als 
unterdrückt betrachtet wurden. 

Setzt man • nun aus der vollständigen Determinante 

JB = 2J + ^1^ • • ^»»'"^m+i^^ • • ^X ^^ diejenigen Glieder heraus, 
in welchen die n — m letzten Indices unter sich nicht per- 
mutirt sind; und sondert in denselben den gemeinschaftlichen 
Factor ö^^Tt^ • • ^n ^^ ^^ muss derselbe zufolge der Erklärung 
der Determinante mit dem Aggregat aller derjenigen Producte 
multiplicirt erscheinen, welche aus a^ ,,a^^ durch alle mög- 
lichen Permutationen der betreffenden Indices entstehen, d. h. 
mit der Unterdeterminante ^ = 27 + a, ^ . . a *". Lässt man 
nun die n — m letzten Indices unter sich eine Permutation 
machen, so ergiebt sich in gleicher Weise, dass alle Glieder 
der ursprünglichen Determinante, welche diese Permutations- 
form gemeinschafUich haben, nach ihrer Zusammenfassung 
mit der Unterdeterminante A multiplicirt erscheinen. Die 
sämmtlichen Permutationsformen der n — m letzten Indices 
führen aber unter sich zu der correspondirenden Unterdeter- 
minante 5 = 27 + ^in+t ^ • • ^n^ ^^^ somit folgt der Satz, dass 
das Aggregat aller derjenigen Glieder der Determinante iJ, 
welche irgend ein Glied der Unterdeterminante JS als Factor 
enthalten, gleich dem Product von B mit der correspondiren- 
den Unterdeterminante A ist. Man sieht leicht, dass dieselbe 
Beweisführung gilt, wenn man diejenigen Glieder von i? ab- 
sondert, welche irgend ein Glied von A als Factor enthalten; 
man erhält ebenfalls das Product A,3, 

c. Wählt man zur Bildung der Unterdeterminante A nicht 
die m ersten Zeilen und Colonnen, sondern irgend welche 
beliebige aus, und seien /*, ^, Ä, ... die Indices der m aus- 
gewählten Zeilen, f^ g, h\ .. die Indices der m ausgewählten 
Colonnen, wobei f<g<h.,, und f <,g <,!% .», sei, so kann 
man die /"te Zeile durch successive Vertauschung mit der 
f — Iten, f — 2ten u. s. w., also im Ganzen durch f — 1 Ver- 
tauschungen zur ersten, darauf die ^te Zeile ebenso durch 
g — 2 Vertauschungen zur zweiten, die Ate durch h — 3 Ver- 
tanschungen zur dritten, u. s. w., also überhaupt die m aus- 
gewählten Zeilen durch (f-\-g + Ä + • • •) — (1 + 2 -|- 3 • • •) 
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Vertauschungen zu den m ersten machen. Ebenso werden die 
m ausgewählten Colonnen durch (/^ + fi'' + Ä' + • • •) — 
(1 + 2 + 3 + *--) Vertauschungen die m ersten Stellen er- 
halten. Die Determinante R erscheint dann zur Bestimmung 
ihres Vorzeichens mit (— l)/-i+fl'~24-..H-/'~.i-i-^'-2-f ■• umiti- 

plicirt. Im Uebrigen lässt sich nun wieder auf die ünter- 
determinanten die Entwickelung unter b. anwenden, und man 
erhält somit den Satz: 

Sondert man in einer Determinante B alle Glieder ab, in 
welchen irgend ein Glied einer Unterdetermhtante A als Factor 
vorkommt, so ist das Aggregat dieser Glieder von B gleich dem 
Prodtwt der Unterdeterminante A mit der correspondirenden 
Unterdeterminante B; das Vorzeichen ist + oder — , je nach- 
dem die Summe der oberen und unteren Indices im Anfangsglied 
von A vermindert um die Summe der bezüglich gleichsteUigen 
Beihen 1, 2, 3, . . . und 1, 2, 3, . . . gerad oder ungerad ist. 

d. Werden in dem unter b. angegebenen Schema des 
Elementensystems alle Elemente in einem der beiden von der 
Hauptdiagonale nicht durchschnittenen Rechtecke gleich Null 
gesetzt; so reducirt sich die Determinante B auf das Product 
A,B der beiden correspondirenden ünterdeterminanten. 

. Denn es müssen dann alle Glieder von B, welche aus 
einer der m ersten Zeilen oder Colonnen ein Element ent- 
halten, welches nicht zugleich der Unterdeterminante A an- 
gehört, gleich Null werden, und es bleiben also nur diejenigen 
Glieder von B übrig, welche aus den m ersten Zeilen oder 
Colonnen ein Glied der Unterdeterminante A enthalten. 

Umgekehrt lässt sich nach jenem Schema auch jedes Product 
zweier Determinanten A, B in eine einzige Determinante ver- 
wandelny deren Grad gleich der Summe der Grade von A und 
B ist, indem man A und B als correspondirende Unterdeter- 
minanten hinstellt und die fehlenden Elemente in einem der 
Rechtecke durch Nullen, in dem anderen durch beliebige Zah- 
len ersetzt. 

e. Sondert man die n Indices 1, 2, 3, . . m, m + 1, . . . w 
wieder in zwei Gruppen von bezw. m und n — m Elementen, 
so lässt sich die erste Gruppe in den verschiedenen möglichen 
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Combinationen der n Elemente zur mten Classe (ohne Wieder- 
holungen) bilden, also 



1 
1 



2 3 
2 3 



m — 1, m 

m — 1 , m -{- 1 



2 3 . . . m, m + 1 
2 3 ... m, m 4" 2 

2.3 ... m, n 



1.2.3 ... m — 1, n 

3.4 ... m, w + 1> w + 2 
3.4...m, m+l,m-}-3 

3 . 4 . . . m, m + 1, n u. s. w. 

In iedem dieser — '^ h \^ Fälle lassen sich 

•* 1 . 2 . . . m 

noch alle Permutationen der m ausgewählten Elemente unter 

sich mit allen Permutationen der n — m übrigen Elemente 

unter sich verbinden, und die w! Permutationsformen der wln- 

j. , . , . w.(n— l)..(w — m + 1) r, 

dices erschemen also m ^ ^ es Orruppen 

1 . 2 . . m 

von je m\ , (n — m)l Formen zerlegt. 

Jede dieser Gruppen liefert in dem System der Elemente 

der Determinante R zwei correspondirende ünterdeterminanten, 

und die Gesammtdeterminante erscheint in dieser Anordnimg 

— unter Berücksichtigung der nach c. bestimmten Vorzeichen 

— als die Summe aller Producte je zweier solcher correspon- 
direnden Unterdeterminanten. Es ergiebt sich also der Satz: 

Jede Determinante nten Grades hmn in eine Summe von 



\mj 



n .{n — 1) . . (w — m + 1) 



1 . 2 . . m 

Producten je einer Unterdeterminante mten Grades und der cor- 
respondirenden Unterdeterminante n — mten Grades verlegt werden. 

Beispiel: 



% &! Cj dj 

«2 h ^2 ^2 
«3 *8 ^3 ^3 
«4 ^4 ^4 ^4 




«1 h 

• 








«1 h 

«3 63 




Ca dg 


+ 


«1 61 
»4 *4 




Cg 6^2 
C3 C^ 




+ 


«2 h 

«3 ^S 




c^d^ 




«2 62 
«4 h 




Ci A 

Cg «3 


+ 


^3 63 
0^4 64 




^1 ^1 

Cg d^ 



Die Zerlegung einer Determinante wten Grades in eine 

Summe von Producten von Unterdeterminanten kann nach 

''"m Vorstehenden auf sehr mannigfaltige Weise geschehen. 

Da jede Unterdeterminante sich in gleicher Weise wieder 

eine Summe von Producten zerlegen lässt, so kann die 

itetminante B auch in eine Summe von Producten von mehr 

i je zwei Unterdeterminanten zerl^ft werden. 

Aufgaben zu § 10, 

1. Aus einem System von 25 Elementen sollen zwei cor- 
äpondirende Quadrate von bezüglich 9 und 4 Elementen 
sgesondert werden. Auf wieviel Arten ist dies möglich, 
*nn zu dem ersten System nur Elemente der drei erst«n 
ilen benutzt werden sollen? 

2. Aus einem System von 36 Elementen soll eine Unter- 
terminante aus den ersten drei Zeilen and den ersten drei 
ilonnen, sowie die eorrespondireiide Unterdeterminante ge- 
[det werden. 

3. Ebenso, wenn die erste Unterdeterminante aus der 
eiten bis fünften Zeile und der dritten bis sechsten Colonne 
bildet werden soll. 

4. Alle Glieder einer Determinante fünften Grades anzu- 
ben, welche mit »,'«2* anfangen. Ebenso alle, welche mit 
'a^^ anfangen. 

5. Alle Glieder einer Determinante fUnften Grades anzu- 
ben, in welchen ein Glied der Determinante dritten Grades 
+ (i^*Oj^([s^ als Factor vorkommt, und das A^p-egat dieser 
ieder in Form eines Productes zweier Determinanten dar- 
stellen. 

6. Die zur Unterdeterminant« 2; + a^^a^^ gehörige corre- 
»ndirende Unterdeterminante eines Systems von 25 Ele- 
fnten zu entwickeln. 

7. Die Determinante 
3 2 



6 9 

3 7 

16 3 3 

19 2 1 



in ein Product zweier Determinanten, bezüglich 
des dritten und zweiten Grades zu verwandeln. 
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8. In einer Determinante siebenten Grades sind alle die- 
jenigen Elemente a/, in welchen i > 4 und zugleich ä; < 5 ist, 
gleich Null. Man drücke dieselbe durch ein Product zweier 
Determinanten aus. 

9. Zu beweisen: Sind alle Elemente einer Determinante, 
welche m Colonnen derselben mit p Zeilen derselben gemein- 
sam haben, gleich .Null, und ist jp > w — m, so hat die Deter- 
minante den Werth Null. 

10. Das Product ^ + ^^^2^^3^ • -^i ^i^^2^ ^^^ ®^^® ®^" 
zige Determinante fünften Grades auf zwei verschiedene Wei- 
sen darzustellen. 

1 1. Ebenso das Product -^ + ^ ^2 ^3 ^4 • -^ i Ä fe ^s ^1® 
eine Determinante siebenten Grades. 

12. In wieviel Producte je einer Unterdeterminante fünf- 
ten Grades mit der correspondirenden ünterdeterminante lässt 
sich eine Determinante siebenten Grades zerlegen? 

13. Ebenso für eine Determinante siebenten Grades, 
wenn die correspondirenden ünterdeterminanten bezüglich vom 
vierten und dritten Grade sein sollen. 

14. Die Determinante 27+ «162^3^4^5 ^^ ^^^ Aggregat 
von Producten je einer ünterdeterminante dritten Grades mit 
der correspondirenden zu zerlegen. 

15. Ebenso die Determinante 27+^1^2^3^4^5/6 ^^ ®^^ 
Aggregat von Producten a) je einer Determinante 4ten Gra- 
des mit einer solchen 2ten Grades, ß) je zweier Determi- 
nanten dritten Grades. Es genüge die beispielsweise Angabe 
von je fünf der betreffenden Producte. 

« 

g 11. Adjungirte Determinanten. 

a. Bildet man zu einer Determinante R eine zweite da- 
durch, dass man an Stelle eines jeden Elementes a»* der er- 
steren die zu ihr gehörige ünterdeterminante A/^ setzt, so 
heisst die zweite Determinante B' die adjungirte der ersten. ' 

b. Multiplicirt man eine Determinante B> mit der ihr ad- 
jungirten Determinante R nach der MultipHcationsregel in 
§ 9 b, so erhält man 



«ä' o^ ■ 



A,'Ä,'..Af 






l.'A.'..A,- 




Cn'c,* ■ . C." 


4' + th'A' + 

4' + VA' + 





, wobei 



^,' + V^' + ■■+«-" A' 
^j» + 0^' ^* + ■ ■ + o,'^,» 
j4i^ + «i* A* + ■ ■ + *'>>*-^«* 

u. s. w. 
dasa alle c gleieli Null werden, in denen 
je eines Gliedes verschieden sind, denn 
, wenn man die Unterdetenninanten einer 
sprechenden Elementen einer nicht zu ihr 
nultiplicirt (§ 8, b). Es bleiben daher 
: Diagonalreihe c,*, c^, . ., und die neue 
•t sich also auf ihr Änfangsglied. Da 
uente der Diagonalreihe gleich der Deter- 
in ihm die Unterdet«rminanten einer Co- 
spondirenden Elementen der zugehörigen 
äind, so ergiebt sich 
E.E' = R", woraus 

3lgt: Die Ddenninante des einem System 
jirten Systems ist die n~lte Potenz der 
yren Systems. 

Aufgaben zu § 11. 

Folgenden Elementen- Systeme das adjun- 



? 


2) 2 1 1 


3) 2 3 3 


i 


3 4 


1 4 9 


1 


1 5 6 


2 1 1 


e 


6) o 





d e f 
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6) 1 2 1 2 
3 113 
2 4 14 
14 2 3 



1) a h c d 
bebe 
e b c b 
d e b a 



% 12. Unvollständige Determinanten. 

a. Unterdrückt man in dem System der Elemente einer 
Determinante die letzte Zeile oder Colonne, so bleibt ein un- 
vollständiges System zurück, welches als Schema einer un- 
vollständigen Determinante angesehen werden kann. Zu jedem 
einzelnen Element der fehlenden Reihe gehört eine Unter- 
determinante, welche aus den vol:handenen Reihen gebildet 
werden kann. So ist z. B. 



i) = 



a^ &! Ci 

d^ ©2 ^2 



eine solche unvollständige Determinante dritten Grades und 
die durch dieselbe bestimmten Unterdeterminanten sind der 
Reihe nach 



«1 h 


• 


^1 ^1 


• 


h ^1 


«2 *2 


1 


0/2 e^ 


1 


&2 ^2 



b. Unter dem Symbol 



«1 &! C^ 


« 


«1 ßx Vi 


«2 ^2 ^2 




«2 ^2 72 



soll die Summe der Producte verstanden werden, welche man 
erhält, wenn man jede der Unterdeterminanten des einen 
Schemas mit der entsprechenden des anderen Schemas multi- 
plicirt. Diese Erklärung soll in gleicher Weise allgemein für 
jede zwei solche unvollständige Systeme von je n ^(n — 1) Ele- 
menten gelten. Es bedeutet also obiges Symbol den Aus- 
druck 



a^ b^ 

«2 \ 



«1 ßi 

«2 ^2 



+ 



^2 ^ 



«2 72 



+ 



h ^1 
feg ^2 



ß2 n 



Derselbe kann als eine Determinante fünften Grades dar- 
gestellt werden, nämlich: 



Beidt, Beterm. 
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«1 


hi 


"i 





«2 


h 


Ci 





1 





D 


«1 «2 





— 1 





ßl ßi 





- 


1 


Vi Vi 



wie sich leicht ergiebt, wenn man letztere in ein Aggregat 
von Producten aus correspondirenden Unterdeterminanten zwei- 
ten und dritten Grades zerlegt. 

Derselbe Ausdruck ist endlich gleich der Determinante 
zweiten Grades 

(a^ai -f bißi + Ciri). («»«1 + hßi + ^iVi) 

wie sich ergiebt, wenn man letztere nach § 9a in ein Aggre- 
gat von 9 einzelnen Determinanten auflöst, von denen die- 
jenigen drei, welche nach Absonderung der gemeinschaftlichen 
Factoren in zwei Colonnen übereinstimmen, gleich Null werden. 
Die vorstehenden Entwickelungen lassen sich auf unvoll- 
ständige Determiaanten jedes beliebigen Grades ausdehnen. 

Aufgaben zu § 12. 
Man berechne die Werthe von 



3. 



1. 

1 
4 
3 



3 4 1 
2 5 7 

2 3 5 

3 2 1 
2 14 



10 4 
2 6 5 

5 3 2 1 
1112 
2 113 



2. 



4. 



14 1 
2 4 3 

a b a b 
a c a 
c c b 



c 
b 



2 15 
5 12 

b b a a 
a a c c 
a b a b 



Folgende Ausdrücke in drei verschiedenen Formen nach 
§ 12 darzustellen: 

5. 



12 3 
5 7 6 


• 


I 

1 


2 2 1 
1 2 2 


• 


6 


. 


a b c 
b a c 


• 


c b a 
b c a 






a b c d 




bade 






7. 


b d a c 


• 1 
1 


d b c a 


• 








c a d 


b 




a 


, c b d 
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IIL Abschnitt. Elementare Anwendungen der Deter- 
minanten. 



g 13. AUgemeine Auflösung von n Gleiohungen ersten 

Grades mit n Unbekannten. 

a. Es sei das System der n Gleichungen 
a^^Xi + a^^X2 + a^^x^ + 



••• + 


Oi'Xn 


= k. 


••• + 


C(g Xn 


^2 


••• + 


• 


— ^3 

• 


••• + 


• 

an^Xn 


• 

kn 



(in welchem die oberen Indices der Coefficienten a selbstver- 
ständlich nicht mit Exponenten zu verwechseln sind), auf 
irgend eine der n Unbekannten, z. B. Xp, aufzulösen. Multi- 
plicirt man die erste dieser Gleichungen mit der ünterdetermi- 
nante Ä^^ des Systems der n^ Coefficienten a,. die zweite mit 
A^^y die dritte mit Ä/, u. s. f., die letzte mit An^, und addirt 
daim sämmtliche Gleichungen, so wird in der hierdurch ent- 
stichenden neuen Gleichung der Coefficient von x^ gleich 

a^^A^p + a^^A/ + a^^A,P H 1- a«^ A?, 

und erhält also (sofern nicht ^ = 1 ist) nach § 8b den Werth 
Null. Das Gleiche ergiebt sich für die Coefficienten aller an- 
deren Unbekannten mit Ausnahme von Xp, und es ist daher 

(a/ A^p + 0^2^ ^2^ -i h anPAnP) Xp = 

\A^P + JC^A/ -I h JCnAnPy 



d. i. 






Xt 






Bezeichnet man die Determinante links mit JB, die Determi- 
nante rechts, welche aus jener hervorgeht, wenn man an Stelle 
der Coefficienten der gesuchten Unbekannten in dem System 
der Elemente die entsprechenden constanten Glieder h setzt, 

mit Rp, so ist also 

4* 
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Üp 

Man sieht, wie durch diese für alle Werthe von p, von ^=1 
bis p = n, gültige Formel jede einzelne der n Unbekannten 
bestimmt ist, und dass hiermit die allgemeine Gültigkeit der 
im ersten Abschnitt für Gleichungen bis zu 4 Unbekannten 
abgeleiteten und ausgesprochenen Regel bewiesen ist. 

b. Von der Richtigkeit der durch diese Formel bestimm- 
ten Werthe der n Unbekannten kann man sich selbstverständ- 
lich auch dadurch überzeugen, dass man diese Werthe in die 
gegebenen Gleichungen einsetzt und nachweist, dass jede der- 
selben hierdurch erfüllt wird. 

Sind die n gegebenen Gleichungen nicht von einander 
unabhängig, kommt z. B. unter ihnen dieselbe Gleichung zwei- 
mal vor, oder kann die eine Gleichung aus einer anderen durch 
Multiplication aller Glieder mit demselben Factor, oder aus 
zwei anderen durch Addition u. &, w. abgeleitet werden, so er 
giebt die obi^ Formel die Unbestimmtheit der Aufgabe da- 
durch, dass die betreffenden Determinanten nach früheren 
Sätzen sämmtlich den Werth Null erhalten, und die Unbe- 
kannten demnach unter der unbestimmten Form ^ erscheinen. 

Die Werthe der Unbekannten stellen sich nach dem Vori- 
gen als Quotienten dar, deren Zähler und Nenner Aggregate 
von Producten aus je n Factoren sind. Löst man die n allge- 
meinen Gleichungen mit n Unbekannten mittels einer der von 
früher bekannten Eliminationsmethoden auf, etwa indem man 
zunächst die erste derselben mit jeder der n — 1 übrigen ver- 
bindet und jedesmal durch Multiplication jeder der beiden Glei- 
chungen mit dem Coefficienten von x^ in der anderen und 
durch darauf folgende Subtraction x^ eliminirt, so sieht man, 
dass man zunächst n — 1 Gleichungen erhält, in welchen die 
Coefficienten der n — 1 Unbekannten von der zweiten Dimen- 
sion in Rücksicht auf die in den ursprünglichen Gleichungen 
enthaltenen bekannten Grössen sind. In gleicher Weise erhält 
man durch die zweite Elimiuation n — 2 Gleichungen mit 
Coefficienten von 2 . 2ter Dimension, durch die dritte n — 3 
Gleichungen von 2 . 4ter Dimension, u. s. w., also schliesslich 
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eine Gleichung mit einem Coefficienten der Unbekannten von 
der 2^"^ ten Dimension. Jenes Verfahren liefert also den 
Werth der Unbekannten in Form eines Quotienten von Aggre- 
gaten, deren Glieder nicht n, sondern 2^*""^ Factoren haben, 
und es müssen sich demnach 2***"^ — n derselben wegheben. 
Diese überflüssigen Factoren, welche uns das gewöhnliche Eli- 
minationsverfahren aufzwingt, und deren Anzahlen, je nachdem 
3, 4, 5; 6, . . . Unbekannte vorhanden sind, die rasch stei- 
gende Reihe 1, 4, 11, 26, . . . bilden, werden also durch die 
Methode der Determinanten erspart. 

Ein weiterer Vorzug dieser letzteren Methode liegt darin, 
dass dieselbe die unwissenschaftHche Willkür beseitigt, welche 
bei der Wahl der Reihenfolge der behufs Bestimmung einer 
einzelnen Unbekannten zu eliminirenden anderen Unbekannten 
stattfindet. 

Durch die Berechnung der Werthe der Determinanten 
mit Hülfe der im zweiten Abschnitt bewiesenen, das Verfahren 
abkürzenden und erleichternden Sätze gestaltet sich nunmehr 
die Auflösung jedes bestimmten gegebenen Systems von Glei- 
chungen zu einer verhältnissmässig einfachen Aufgabe. 

Aufgaben zu § 13. 

bieten die Systeme von Gleichungen, welche unter den Auf- 
gaben zu § 3, Nr. 1 a — y, Nr. 10 a — ß, Nr. 11 a — y, 
Nr. 12 a — ß, sowie zu § 4, Nr. 1 a — ß, Nr. 2, Nr. 7 « — d 
angegeben sind imd jetzt mittelst der vereinfachten Methoden 
der Berechnung der Determinanten aufgelöst werden können. 

§ 14. Homogene lineare Gleichungen. 

a. Sind für n Unbekannte w -J- 1 Gleichungen ersten Gra- 
des gegeben, so lassen sich z. B. aus den n ersten Gleichun- 
gen Werthe der Unbekannten finden, und diese müssen, in 
die überzählige Gleichung eingesetzt, derselben von selbst Ge- 
nüge leisten, wenn sämmtliche gegebene Gleichungen durch 
dieselben Werthe der Unbekannten erfüllt werden sollen. Dies 
wird im Allgemeinen nicht der Fall sein, vielmehr muss einer 
Bedingungsgleichung zwischen den bekannten Grössen in den 



54 

gegebenen Gleichungen genügt werden, wenn diese zugleich 
gelten sollen, und diese Bedingungsgleichung ergiebt sich eben 
durch die genannte Substitution in die überzählige Gleichung. 
Um dieselbe zu finden, wollen wir die w + 1 Gleichungen 
in der Form 



a/ x^ + a^^ x^ + • 


• + Ol" «» + «1"+^ 


= 


a^ x^ + «2^ x^ + • 


• + «ä" Xn + «2"+' 


= 


• • . • 


•+ • • 


• 


ön* Xx + «»^ ^2 + • 


• + ö„» a;„ + a„»+* 


— 


«i+1 ^i + «In 372 + • 


• + «-+1^» + «Ulli 


— 



schreiben. Es ist leicht ersichtlich, dass man aus diesen n+1 
Gleichungen sämmÜiche n Unbekannte eliminiren kann, und 
dass als Resultat dieser Elimination ebenfalls die gesuchte Be- 
dingungsgleichung hervorgehen muss. Denken wir uns zu die- 
sem Zweck eine w + Ite Unbekannte Xn-{-i und mit derselben 
in den vorstehenden Gleichungen sämratliche constanten Glie- 
der a^^+^j «2**'^^; ^' s- ^' multiplicirt, so erhalten wir durch 
Elimination der übrigen n Unbekannten eine Gleichung für 
die neue Unbekannte, und geben wir letzterer den ihr im 
obigen System zukommenden Werth 1, so ist das Resultat 
jener Elimination ebenfalls gefunden. Nach dem vorigen Para- 
graph bestimmt sich 

^ 

und dieser Quotient kann nur dann gleich 1 werden, wenn 
der Nenner, wie der Zähler, gleich Null vrird. 

Denmach erhalt man die gesuchte Bedingungsgleichung, wenn 
man die Determinante des Systems der (n -{- 1/ bekannten Grös- 
sen gleich NuU setzt, 

b. Die Hinzufügung der Unbekannten Xn-\^i führte vorher 
auf ein System von w -|- 1 Gleichungen mit w + 1 Unbekann- 
ten, in welchen die Glieder ohne Unbekannte sämmtlich gleich 
Null sind. Man würde zu demselben System gelangt sein, 
wenn man in dem ursprünglichen an Stelle der Unbekannten 

X X 

a?i, iTg, . . . die Quotienten — ^, — — , , . . gesetzt und dann 

Xn-^l Xn-^-l 

mit iTn-f 1 multiplicirt hätte. 



IV , 
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Man nennt ein System linearer Gleichungen^ in welchen die 
Glieder ohne Unbdcannte sämmtlich gleich Null sind, ein System 
homogener Gleichungen, 

und kann dasselbe umgekehrt durch Division mit einer der 
Unbekannten auf den vorigen Fall zurückführen. 

Aus einem System von n + 1 homogenen linearen Gleichun- 
gen mit n + 1 Unbekannten lassen sich daher die letzteren elimi- 
niren, und man erhält als Resultat der Elimination die Bedin- 
gung, dass die Determinante des Systems der (n -{- 1)^ Coefficien' 
ten den Werfh Null habe, 

Ist diese Bedingung erfüllt, so kann dem System der homo- 
genen Gleichungen gleichzeitig durch dieselben Werthe der 
Unbekannten genügt werden, allein diese Werthe selbst sind 
durch die Gleichungen nicht bestimmt, sondern nur ihre Ver- 
hältnisse. Sind also mj, mg, . . . solche Werthe der Unbe- 
kannten ic^, r^a, . . ., welche den gegebenen Gleichungen ge- 
nügen, und ist A ein beliebiger Factor, so genügen auch die 
Werthe Xm^, Im^, • . . den gegebenen Gleichungen, wovon 
man sich auch leicht durch unmittelbare Substitution über- 
zeugen kann. 

Die Verhältnisse der n + 1 Unbekannten sind also be- 
reits durch n homogene lineare Gleichungen bestimmt. Divi- 
dirt man jede der letzteren etwa durch a^n+i und löst die ent- 
standenen Gleichungen nach § 13 auf, so ergiebt sich der Satz, 
dass die Werthe der Unbekannten sich der Beihe nach zu ein- 
ander verhalten, wie diejenigen Unterdeterminanten, welche 
aus dem unvollständigen Schema der w . ()* + 1) Coefficienten 
der Reihe nach zu den Elementen der fehlenden n -f- Iten 
Zeile gebildet werden können. 

c. Umgekehrt wie vorher gilt auch der Satz: Wenn eine 
Determinante n + Iten Grades den Werth Null hat, so lässt 
sich aus ihren Elementen — entsprechend den Zeilen oder 
den Colonnen — ein System von n + 1 nicht homogenen 
Gleichungen zwischen n Unbekannten, sowie von w + 1 homo- 
genen Gleichungen zwischen w+1 Unbekannten bilden, welche 
durch dasselbe System von Auflösungen erfüllt werden. 
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Man kann die Sätze dieses § auch ableiten^ indem man 
von den homogenen Gleichungen ausgeht. Ist 

a^x -j- \y + CiJß' + • • = 



für nicht verschwindende Werthe von 



^. y, -; 



z, so ist 



1 

X 



a^x + \y + c^z + 

0^2^ + hy + ^2^ + 
0^3^ + hy + ^3^ + 



62 ^2 

63 ^3 



= 0. 



Derselbe Ausdruck, nach § 9 a entwickelt, führt mit Berück- 
sichtigung von § 8a und § 6d auf 



a^ 


\ 


Cj • • 


«2 


h 


Ci ■ ■ 


«3 

• 


• 


C3 • • 

• • • 



= 0. 



Aufgaben zu § 14. 

Die Bedingung anzugeben, unter welcher einem System 
von w + 1 Gleichungen mit n Unbekannten durch dieselben 
Werthe der Unbekannten genügt wird für 



1. aa; + 6 = 
hx -\- a = 

3. ao; + 6j/ + c = 
d^ + 6y + /* = 
gx -{-hy -^-1^ = 

5. ax + fcy + C;er + d = 
6a; + ay + flf^ + c = 
aa; + cy + &;^ + t?==0 



2. 5a; — 8 = 
aa; -j- a = 0. 

4. aa; — ai/ + 6 = 
bx -^ by — a= 

aa; + ^2/ — c = 0. 
6. aa: + 6«/ = 

ca;+ dz + 2d=0 
fy+2hs+h =0 
6a; + dy-\- az = 0. 



ca; + ay + d;8? + ^ = 

Die aus folgenden homogenen Gleichimgen durch Elimi- 
nation der Unbekannten entstehende Gleichung anzugeben für 

7. aa; + 6y = 8. ax — by = 9. a^x + b^y == 
ccx + Py = 2ax + 3by=^0 ax + by^O 
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10. ax -\- by -\- cz = 11. a^ + Jy = 

— ax + Jy — c^ = cy -^ d0 = 

ax — hy — 0^ = ex -{- fz = 

Die Verhältnisse der Unbekannten in folgenden Gleichun- 
gen zu bestimmen: 

12. 3^ + 41/ — 3-2r = 13. 3a; + 6j/ + 5-^ = 

bx — by + 2z = 2a; -f 5y + 4^ = 

14. 4a; + 6y — 2;^ + 3w = 15. %a;i + \^2 + ^ä + ^ä = 
3a; + 4y+3;^ — ti = ÄgiCi + 63^2 + ^2^3 "F ^2^4 =^ 

2a; + 8«/ — ;2?4~4m = «3^^! + ^3^2 + ^3^3 + ^3^4 = 0. 

§ 15. Gemeinsame Wurzeln von Gleiohungen höherer Grade. 

a. Die im vorigen Paragraphen für t^ + 1 Gleichungen 
ersten Grades zwischen n Unbekannten geführte Untersuchung 
führt zu der Frage, ob sich in ähnlicher Weise auch für Glei- 
chungen höherer Grade Beziehungen zwischen den gegebenen 
Grössen derselben finden lassen, welche die Bedingung an- 
geben, unter der sämmtlichen gegebenen Gleichungen durch 
dieselben Werthe der Unbekannten genügt werden kann. 
Wir beschränken uns jedoch in diesem Fall auf die Unter- 
suchung zweier Gleichungen mit einer Unbekannten. 

Es seien Jf=0 und ^=0 die gegebenen Gleichungen 
für X, und zwar sei die erstere vom mten, die letztere vom 
t^ten Grade. Da in denselben unter x nur der gemeinsame 
Wurzelwerth verstanden werden soll, so kann man gleich hohe 
Potenzen von x in beiden Gleichungen als gleichwerthig an- 
sehen. Multiplicirt man nun die erste Gleichung der Reihe 
nach mit Xy x^, . . x^"^ und die zweite ebenso mit 
Xj a^y . , x^—^ und fügt die entstehenden Gleichungen den 
gegebenen zu, so erhält man m -}- n Gleichungen zwischen 
den Potenzen x^^ a^, . . x'^'^^~'^, und wenn man nun diese Po- 
tenzen als ebensoviele gesuchte Unbekannte ansieht, so hat 
man in Beziehung auf diese m + w limare Gleichungen, auf 
welche sich das Verfahren des vorigen Paragraphen anwenden 
lässt. 

Es seien beispielsweise 
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aoi? -f- ho? + ^^ + ^ = 
ax^ + /^^ + y = 

die beiden gegebenen Gleichungen,^ so erhält man mittelst der 
angegebenen Multiplicationen das System 

ao(? + ^^ + coj + e? = 
aoi^ + ho? + CO? -\- dx =0 

ao? -j- jS^r + y = 
ax^ + /SrtJ^ + ya? =0 

«^ + j8^^ + y^^ =0 

und daher die gesuchte Bedingungsgleichung 

a 6 c rf 

a 6 c c? 

a j8 y =0. 

0/K j8 y 

« /3 y 

Diejenige Verbindung zwischen den bekannten Grössen der 
Gleichungen, welche gleich Null sein muss, wenn eine gemein- 
same Wurzel derselben vorhanden sein soll, wird die Besidtante 
der beiden Gleichungen genannt. 

b. Um auch die gleiche Wurzel selbst zu finden, schrei- 
ben wir in dem vorstehenden Beispiel die erste, dritte und 
vierte der Gleichungen des abgeleiteten Systems in folgender 

Porm: 

{ax + 6) 0? -{-"'ex + e? = 

ax^ + /Sa; + y = 

{ccx -{- ß)o? -{- yx =0 

Diese drei Gleichungen können nur dann gleichzeitig bestehen, 

wenn 

aaJ + 6 c d 

a ß y =0 

aa; + ß y 

ist. Zerlegt man diese Determinante nach § 9a in eine Summe, 
so erhält man 



= 0, oder 



ax c d 




h c d 


ß y 


+ 


cc ß y 


ax y 




ß y 
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a c d 




b c d 


ß y 


x + 


a ß y 


a y 




ß y 



= 0, 



woraus sich der Werth von x leicht ergiebt. 

Aufgaben zu § 15. 

Die Resultante für jedes der folgenden Systeme von Glei- 
chungen anzugeben: 

1. aa^ + i&a; + c = 2. ao;' + 6^^ + ca; + (?= 
ao(^ + ßx + y^O ax^ ^ßx^-^yx + ä = 

3. ax'' + bci^ + cx'^ + dx + f = 

ao? -J- /SiT + y = 

«iT« + /J^r^ ^ y^ _^ ^ ^ 

5. ao^-^lT? + c(^^dX'\'f^^ 
aoi^ ^^ ßx^ '\- y:i^ ^^ 8x \- h =0 



Zu untersuchen, ob folgende Systeme von Gleichungen 
eine gemeinsame Wurzel haben, und im Bejahungsfalle die- 
selbe zu berechnen. 



6. 2^-6a; + 4 = 
ic^ - 5a; + 6 =« 0. 

8. 15:i:» — 26a;2 + 13;r — 2 = 
hx^—\2x + 4 =0. 



7. 6:r« — 5äj - 1 = 
4ä?2 — 3;r — 1 = 0. 

9. 6^«— ll:r2+ 6a;— 1=»0 
8a;«— 22Ä;2 + 13a: — 2 = 0. 



10. Hat die cubische Gleichung oi? — ao? + 6 a; -^ c = 
zwei gleiche Wurzeln, so hat auch die abgeleitete Gleichung 
3a;^ — 2aa; + & = dieselbe Wurzel. Sind nämlich die drei 
Wurzeln der cubischen Gleichung a, a, j8, so kann man das 
Polynom derselben auch in der Form {x — df .(x — ß) schrei- 
ben, woraus a = 2a + /3, h = a^ + 2aß folgt. Durch Ein- 
setzen dieser Werthe überzeugt man sich leicht, dass auch 
3«^ _ 2a . a + 6 = wird. 

Man soll hiernach die Bedingungsgleichung zwischen den 
bekannten Grossen a, fc, c für das Vorhandensein zweier glei- 
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eben Wurzeln angeben. Man berechne femer die gleiche 
Wurzel in folgenden besonderen Gleichungen: 

cc) a^ — 6x^ + 8x — 4: = 0] ß) 4:0^+ 12 ic^ — 15^ + 4 = 0. 

g 16. Product aller Differenzen gegebener Grössen. 

a. Sind w + 1 Elemente üq, a^, . . . an gegeben^ so hat 
das Product aller Differenzen, welche man erhält, wenn man 
jedes nachfolgende Element von jedem der vorhergehenden 
subtrahirt, also das Product 

P = (a^ — «o) («2 — ö^o) {0.3 — ^0) 

(«2 — aO («3 — a^) 

(«3 — ^2) 



(an — «o) 
{an — a^ 
{an — «2) 



{an «n-l) 

die Eigenschaft, dass dasselbe sein Vorzeichen, aber nicht sei 
nen absoluten Werth verändert, wenn man irgend zwei Ele- 
mente mit einander vertauscht. 

Denn wenn man in der Reihe 

die Elemente am und a^ mit einander vertauscht, so erfahren 
zunächst alle diejenigen Pactoren in P, welche weder den In-, 
dex m noch p enthalten, gar keine Veränderung, und die 
Pactoren 

{am (^0)7 {^m — <^\)) ' ' • {^m — Ctm—l) 

gehen mit den correspondirenden von 

{ttp — «0), {ap — a^), ' - - {ap — ö^w— 1); 
und ebenso 

(op+i — am)j {ap^2 — am) - - - {an — am) 
mit ( Op+i — (%>), ( ap^2 — Op ), • • • {an — Op ) 

wechselseitig in einander über. Dagegen wechseln die Pac- 
toren 

(ö^m+l — am), {am-\-2 am) • • • (<V-1 ^m) 

und ebenso 

{ap — ö^m+i); {(^p — ö^m+2) • • • (äj) — Ctp-l) 
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sämmtlich die Vorzeichen, da dieselben aber einander paar- 
weise entsprechen, so wird auch durch sie das Vorzeichen, 
sowie der Werth von P nicht verändert. Es bleibt somit nur 
noch der eine Factor Op — am, welcher sein Vorzeichen und 
damit schliesslich auch das von P umkehrt. 

Man nennt jeden Ausdruck, welcher die eben bewiesene 
Eigenschaft hat, eine alternirende Function der gegebenen Ele- 
mente. Ein Analogon dazu liefern die symmetrischen Func- 
tionen, welche bei einem Wechsel zwischen zwei Elementen 
weder das Vorzeichen noch den absoluten Werth ändern, wie 

z. B. «1 + ^2? %^i + ö5i^2 H" ^^2? ^- ^S^' ^^^ obige Product 
P ist die einfachste (ganze) alternirende Function, welche sich 
aus jenen Elementen bilden lässt. 

b. Denkt man sich das Product P durch Ausführung der 
Multiplication entwickelt und irgend ein Glied der Entwicke- 
lung herausgegriflfen und in demselben zwei Elemente ver- 
tauscht, so muss das dadurch entstehende Glied mit umgekehr- 
tem Vorzeichen auch in jener Entwickelung vorkommen. Denn 
vertauscht man dieselben zwei Elemente in P, so erhält das 
Product nach a. den Werth — P, d. h. es bleiben dieselben 
Glieder, aber bei allen mit umgekehrten Vorzeichen. 

Jedem einzelnen Gliede der Entwickelung von P muss 
also eine Reihe anderer Glieder entsprechen, welche aus ein- 
ander durch Vertauschung je zweier Elemente, bez. Indices und 
jedesmalige IJmkehrung des Vorzeichens ableitbar sind. Man 
erhält nun ojBfenbar ein positives Glied jener Entwickelung, 
wenn man die Minuenden sämmtlicher Differenzen in P mit 
einander multiplicirt, nämlich das Glied 

in welchem die oberen Indices Exponenten sind. Alle diejeni- 
gen Glieder, welche sich nach dem Vorigen durch successive 
Vertauschung je zweier Elemente (unteren Indices) aus diesem 
Gliede, bez. aus einander ableiten lassen, werden offenbar durch 
die Determinante 2 + a^^a^^a^ • • • a^^ angegeben, wenn man 
in der Entwickelung derselben die oberen Indices als Exponen- 
ten nimmt. 

Ausser den so bestimmten 1 • 2 • 3 • • • • (w -j- 1) Gliedern 
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kann das Product P kein weiteres enthalten. Jedes andere 
Glied müsste nämlich die Form + a^ a/ o^^ • • • a«^ haben, wo- 
bei keine zwei der Exponenten a, ß, - - - v einander gleich 
sein können, da sich sonst dieses Glied gegen dasjenige auf- 
heben würde, welches aus ihm durch Vertauschung der be- 
treflfenden beiden Elemente und ümkehrung des Vorzeichens 
abgeleitet werden könnte. Da nun jede der 

1 + 2 + 3 + . . + {n + 1) = *'-^'^±^ 

Differenzen in P zu der Bildung jedes Gliedes einen Factor 
hergiebt, so müsste die Summe a-}-/3-|-y+'---j-v der 

obigen Exponenten gleich — J^ — - sein, und da es ausser 

der Reihe l-f-2 + 3-f- — hC^ + l) keine andere Reihe von 
w -|- 1 unter einander verschiedenen Zahlen geben kann, welche 
dieselbe Summe hat, so muss a /3 y • • • v eine der Permu- 
tationsformen von 1 2 3 • • • (w -J- 1) sein. Ordnet man die 
Factoren des obigen Gliedes nach diesen aufsteigenden Poten- 
zen, so erhält man in jedem Fall ein bereits in der Entwicke- 
lung der obigen Determinante vorkommendes Glied, womit die 
Richtigkeit der Behauptung bewiesen ist. 

c. Die Entwickelung der altemirenden Function P kann 
also auf sehr einfache Weise mit Hülfe der Determinante 
ihrer Elemente geschehen. Sie muss, wie diese, l-2-3"«(n-|-l) 
Glieder enthalten. Entwickelt man dagegen P durch Aus- 
führung der Multiplicationen, so erhält man bei zwei Differen- 
zen 4, bei drei Differenzen 8 Glieder, u. s. w., allgemein bei 

n (n A^ 1) njn + l) 

den — ^^—^ Differenzen von P 2 2 Glieder, unter 

n(n-\-l) 

denen sich mithin 2 2 — 1.2.3.. (w-J-1) solche befinden 

müssen, welche paarweise gleiche und entgegengesetzte Werthe 
haben und sich daher aufheben. Diese überflüssigen Glieder, 
deren Anzahl beispielsweise für n = 2, 3, 4 bezüglich gleich 
2, 40, 904 ist, werden also durch die Entwickelung mittelst 
der Determinante erspart. 

Durch üebertragung von für Determinanten geltenden 
Lehrsätzen auf die entsprechenden altemirenden Functionen 
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lassen sich ferner manche interessante Eigenschaften der letz- 
teren auf einfache Art beweisen. 

Aufgaben zu § 16. 

1. Die alternirende Function P zu jedem der folgenden 
Systeme von Elementen- Werthen durch Bildung des Dififerenzen- 
Productes zu berechnen: 

a) 1, 2, 3, A, 5; ß) 1, 3, 5, 7, 9; y) 4, 9; 16, 25. 

2. Die alternirende Function P der Elemente a^a^a^a^a^a^ 
soll zunächst in Form eines Products von Differenzen ange- 
schrieben werden. Darauf vertausche man die Elemente a^ 
und a^ mit einander und gebe an a) alle Differenzen, welche 
hierbei unverändert geblieben sind, ß) je zwei correspondirende, 
welche ohne Wechsel der Vorzeichen mit einander vertauscht 
sind, y) die correspondirenden, welche unter beiderseitigem 
Wechsel der Vorzeichen mit einander vertauscht sind, S) die 
letzte, noch übrig bleibende Differenz. 

3. Die alternirende Function P der Elemente a^a^a^ mit- 
telst einer Determinante zu entwickeln. 

4. Ebenso für. die Elemente a^a^a^a^. 



Folgende Lehrsätze zu beweisen: 

5. Aus jedem einzelnen Gliede der Entwickelung der alter- 
nirenden Function P lassen sich alle anderen durch Permuta- 
tion der Exponenten 0, 1, 2, . . ableiten. Jedes abgeleitete 
Glied hat mit dem ursprünglichen gleiches oder entgegenge- 
setztes Vorzeichen, je nachdem die betreffende Permutations- 
form mit der des ersteren Gliedes derselben Classe angehört 
oder nicht. 

6. Das Product aller Differenzen der Elemente a^a^. . a„ 
lässt sich mit dem Product aller Differenzen der Elemente 
W , , bn durch Entwickelung einer Determinante wten Gra- 
des multipliciren. 

§ 17. Vermischte Aufgaben. 

1. Ist m die zur Seite a eines Dreiecks gehörige Mittel- 
linie (seitenhalbirende Transversale), so ist bekannthch 
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Man berechne mit Hülfe von Determinaiiten die drei Seiten 
a, h, c eines Dreiecks, wenn die zu denselben gehörigen Mittel- 
linien gegeben sind, insbesondere für die bezüglichen Werthe 
Vi6, ]/3Ti V^ derselben. 

2. Sind a, b, c die Seiten, $i, ^a, (fi,, Qc die Radien der 
vier Berübrungskreise eines Dreiecks, und ist F der Flächen- 
inhalt desselben, so gelten bekanntlich die Gleichungen: 

2i^= 9 (a + 6 -!- c); 2F= (.„ (- « + 6 + c); 
2F= p, (« — 6 + e); 2F= p. (« + t — c). 

Ordnet man dieselben nach a, b, c und F als Unbekannten, 
so bat man 4 homogene Gleichungen zwischen denselben. 
Welche Determinanten- Gleichung ergiebt sieh hieraus? Welche 
Ausdrücke erhält man für die Seiten des Dreiecks, wenn man 
die drei letzten der obigen Gleichungen auf dieselben mittelst 
Determinanten auflöst, und wie lauten diese Ausdrücke ent- 
wickelt? 

Welchen Ausdruck erhält man, wenn man die vorher 
gefundenen Werthe in die erste Gleichui^ einsetzt? (Man 
bestimme p.) 

3. Unter welcher Bedingung können die Gleichungen 

«sin X -^ b coa X =^ c; a sin a' + ^ cos a; = y 
zugleich bestehen? 

4. Zu beweisen: 

j sin ß^ -|- sin a cos a, cos «* ~|- sin ß coa ß 1 
sin «^ -j- sin ß cos ß, cos ß^ -\- sin « cos k 
sin (k — ß) cos (ß + ß). 
T). Zu beweisen: 
I a a, I j c Cj j _j_ I 6 *i I I ""i j I I <^ '"i I I * *i I = 
I 6 i, I ■ I rf dl I "^ I c Ci I ■ I rf <?, I "•" I « «, I ' I d 0^1 I 

6. Bezeichnet man durch \i) den Biuoraialcoefficienten 
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(0 ("t') 

(°t')("t') 



/a+M\/a 



+ W+1 

2 



) 



-j-w — 1 






) 



(" 



+2»— '1 



n 



) 



= 1. 



Der Beweis kann mit Hilfe des Satzes (5)-(*T^) = ßz}) 
geführt werden. 

7. Sind a;, y, z die Seiten, und ist F der Flächeninhalt 
eines ebenen Dreiecks, so ist — 16 JP^ = 



X y 

X z y 

y z X 

z y X 



Olli 
1 z^ y^ 
1 z^ a^ 
1 y* ^»2 



a^y^z 



2 






X y z 


X 


ayys? Xf^z 


y 


xy^ o^yz 


z 


xy^z o?yz 



Verbesserungen. 

Seit« 13, Zelle 10 v. o. schreibe — «:=7 statt -{-« = 7- 



33 



9 V. o. 



Oa* Ar, 



An folgenden Stellen ist der fehlende obere Index x hlnzueufdgen: Seite 37, Zeile 7 
▼. u. zu o«, S. 27, Z. 18 y. o. zu a,-, S. 29, Z. 8 v. n. zu ^^•, S. 33, Z. 11 v. u. zu «i, S. 38, 
Z. 12 7. o. zu j^^. 

Seite 18, Z. 7 t. o. ist hinter dem Wort Indioes die Klammer zu sohllessen und 
Z. 9 t. o. ) 'U streichen. 
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